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Chapitre 1

Vecteurs dans ’espace

1.1 Définitions

La présentation de la notion de vecteurs dans ’espace est analogue a celle des vecteurs
du plan. Nous nous bornerons a rappeler les principaux termes utilisés, sans redonner
toutes les propriétés des éléments et des opérations considérés.

On désigne par € I'ensemble des points de I'espace.

Définition 1.1

On appelle bipoint (ou fleche) de 'espace tout couple (A; B) de points de Iespace. A
est 'origine et B l'extrémité de ce bipoint. Si A et B sont distincts, la droite (AB) est
le support du bipoint (A; B). La longueur du bipoint (A; B) est la distance §(A; B).

Deux bipoints ont la méme direction si leurs supports sont paralleles ou confondus.
Deux bipoints de méme direction sont soit de méme sens soit de sens contraire.

Deux bipoints (A; B) et (A’; B') sont équipollents si les segments [AB’] et [A’B] ont le
méme milieu. Dans ce cas on note : (4; B) ~ (A"; B').

De maniere équivalente, deux bipoints sont équipollents s’ils sont de :
— meéme direction,

— méme sens,

— meéme longueur.

Propriété
La relation d’équipollence définie dans € x € est une relation d’équivalence.
Définition 1.2

Soit (A; B) un bipoint de I’espace. L’ensemble des bipoints (M; N) équipollents au bipoint
(A; B) est la classe d’équivalence du bipoint (A; B), appelée vecteur et notée AB :

AB = {(M;N) | (M; N) ~ (4; B)}
Le bipoint (A; B), ou tout autre bipoint de zﬁ, est un représentant du vecteur E
En d’autres termes, le bipoint (A; B) définit le vecteur E .
(A;B) ~ (C; D) —= AB = D
Un vecteur, sans référence a un représentant, se note u, U, ...

L’ensemble des vecteurs de 1’espace se note V3.



Mathématiques, MAT 3¢ année 1. Vecteurs dans I’espace

1.2 Opérations sur les vecteurs de ’espace
De la méme facon que dans Vs, on définit dans V3 la somme de deux vecteurs u et v,
notée u + v, et le produit d’un vecteur « par un réel A\, noté \ - u.

Dans V3, I'addition et la multiplication d’un vecteur par un nombre réel jouissent des
mémes propriétés que les opérations correspondantes de V.

Comme le plan vectoriel Vs, I'espace V3 muni de I'addition vectorielle et de la multipli-
cation d’un vecteur par un nombre réel, a une structure d’espace vectoriel réel.

1.3 Combinaison linéaire

Dans ce qui suit, @, b, ¢, ... sont des vecteurs de l'espace vectoriel V3 et A\, 5, 7, ...des
nombres réels.

Définition 1.3
On appelle combinaison linéaire des vecteurs a, b, ¢, ..., m, de coeflicients respectifs
o, B, 7, ..., i, le vecteur

T=a-@+B-b+~-C+...4p-m

Définition 1.4
Des vecteurs a@, b, ¢, ..., m sont linéairement dépendants s’il existe des nombres «,
B, 7, ..., pnon tous nuls tels que

a-@+B-b+~y-F+...4p-m=0

Ceci signifie que I'un des vecteurs au moins peut s’écrire comme une combinaison linéaire
des autres vecteurs.

Des vecteurs da, I;, c, ..., m, sont linéairement indépendants si et seulement si
a-6+ﬁ-5+7~5+...+u~7ﬁ:6 — a=f=y=...=u=0

Ceci signifie que la seule combinaison linéaire qui donne le vecteur nul est celle dont tous
les coefficients sont nuls.

Définition 1.5
Deux vecteurs u (4 # 0) et ¢ sont colinéaires s’il existe un nombre réel A tel que

UT=A1U

Remarques

1. Deux vecteurs colinéaires non nuls sont de méme direction.
2. Deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’il sont colinéaires.

3. Le vecteur nul est colinéaire & tout vecteur.

Définition 1.6
Trois vecteurs de 'espace vectoriel V3 sont coplanaires si I'un au moins est combinaison
linéaire des deux autres.
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Remarques

1. Soit u et ¥ deux vecteurs non colinéaires et w un vecteur quelconque. Les vecteurs

i, U et W sont coplanaires si et seulement s’il existe deux nombres A et u tels que
W=\-U+p-0.

2. Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement s’ils sont linéairement dépendants.

3. Le vecteur nul et deux vecteurs quelconques sont toujours coplanaires.

4. Quatre points O, A, B et C de I'espace € appartiennent a un méme plan si et seulement
si les vecteurs OA, O? et 07' sont coplanaires.

1.4 Base de V3 et composantes scalaires

Définition 1.7
On appelle base de I'espace vectoriel V3 tout sous-ensemble B de V3 tel que chaque vec-
teur « de V3 peut s’écrire de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs

de B.

Proposition 1.1

Une base de V3 est constituée d’un triplet (€1, €y, €3) de vecteurs linéairement indépen-
dants ou, de maniere équivalente, d’un triplet de vecteurs non coplanaires. V3 est donc
un espace vectoriel réel de dimension 3.

Propriétés

Si (€}, €, €3) est une base de V3, alors tout vecteur 4 de V3 peut s’écrire comme une
combianaison linéaire unique de €, € et €3. Il existe un triplet (a; 3; ) de nombres réels,
et un seul, tel que

ﬁ:&'€1+ﬁ'€2+7'€3‘

€1

a, [ et 7 sont les composantes scalaires de @ dans la base (€7, €3, €3). On note alors

«

s
gl

Sy
I
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Opérations sur les composantes

Uy
Soit une base B = (€}, €, €3) de V3, un nombre réel \ et deux vecteurs 4 = | usy et
Uus
U1
U= | wy | donnés par leurs composantes scalaires relativement a la base B. On a :
U3
Ul V1 U1 + V1
U+v = uy | + | v2 = Ug + Vg
us Vs Uus -+ V3
Ul )\u1
AU = A U2 = )\Ug
Uus )\Ug
Test du déterminant
Uy U1
Dans une base B = (€}, €, €3) de V3, soient les vecteurs 4 = ug |, 0=\ v et
Us U3
w1
w = | we | donnés par leurs composantes scalaires.
w3
Uy v wp
i, U et W sont linéairement indépendants <= Det(u, ¥, W) =| uy vy wo |# 0
Us vz wWs
Remarque

—

Le déterminant de trois vecteurs @, b et & de V3, Det(a, I;,c_), est égal au volume du
parallélépipede construit sur ces trois vecteurs.
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1.5 Exercices

1) On considere le parallélépipede ABCDEFGH représenté ci-contre.

Exprimer plus simplement les vecteurs suivants : = / \G B '
a) d':zﬁ—l—m b) 5:,@—1—@ \\\
c) 5=ﬁ+ﬁ4 d) JZE_H)"'I%_'—CT% \\C B
e) g:ﬁ+ﬁ f) f:/@WLC?"'B—P}jLCﬁ ’/)_ _____
D A

2) Soit une pyramide de sommet S dont la base ABC'D est un parallélogramme.
H
On pose i = SA, i = SB, i = SC.
Exprimer chacun des vecteurs S_IS, /ﬁ, @, E, ﬁ et E comme combinaison
linéaire de u, ¥ et .
3) On considere le parallélépipede ABC'DEFGH représenté a Iexercice 1.

Déterminer si les trois vecteurs donnés constituent une base de Vs.
a) (GH,AE,DC) b) (DB, EG,AB)
¢) (GF,EB,CD) d) (DF,EC,GH)

4) Déterminer, dans les cas suivants, si les trois vecteurs donnés relativement a une base
B de V3 sont coplanaires.
3

2 -3 1 1 -3 -3
a) | -1 |, o |, -2 by { 1], 5 |, 13
5 2 12 0 2 —4

1 . 5 2 3 :

c) 21 -3 2 d [ -5 |.[ 10 ], &

1 1 1 1 T 1

3 2 6 5

5) On considere le parallélépipede ABCDFEFGH et on note
K Tintersection des diagonales de ce parallélépipede
T T'intersection des diagonales de la face ABFE

H G
S T'intersection des diagonales de la face BCGF N 7
R le milieu de laréte BC N Il y
M le milieu de I'aréte CG Ef ] \‘§ i
Tt == <l > oS
a) Dans la base B = (E, E, E), on donne les vec- D;z::_;_/_\_ i SN V5!
7 e N
—]_ N 2 // // T \\ R
teurs @ = 0 etb=1 —1 |. ) \
7 N\
3 4 A B

Construire les vecteurs @ et b.

b) Soit la base B’ = (C'—]\>4, @, ﬁ)
Dans lil)ail;)” détergi)ner_le}s composantes des vecteurs E , 1@ , E, E, ﬁ ,
BH, HA, AM, HS, RA, EK, TH.
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6) Relativement & une base B(, J, lg de V3, on considere les vecteurs

—16 —6
6: 5 10 , 17: 4
7 7

a) Dans la base B calculer les composantes du vecteur & =4 -ad — 3 - b+2-C

b) Prouver que le triplet (a, b, ) constitue une base de V3. On note cette base 5.

c) Exprimer le vecteur b dans la base B'.
)

d) Exprimer le vecteur ¢ dans la base B'.
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1.6 Solutions des exercices

1) a) d=AC b) b= AH ¢) @=HA
d) d=EA o) &=AC ) f=AE
9) a) SD=a—F+d b) AC = —7 + @ ¢) BD = i — 2 +
d) AB=—i+7 o) BC = —7+ @ f) AD = —i+ @
3) a) mnon b) non
c) oul d) non
4) a) ou b) non
¢) non d) oui
0 0 0
5 b))  AB = 1) AC = 1) E(o)
0 2 2
2 9 2
AE = 0) EB = 1) ﬁ](1)
0 0 2
9 1 1
ﬂ(o) M(l }Té(l)
9 2 1
. 0 [ 1
RA(l) EK(—; ﬁ(;)
1 1 >

—32
—14
4
. 0
c) b= 1 | dans la base 5
0

-2 ) dans la base B’
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Chapitre 2

Espace affine

2.1 Repere de ’espace ¢

Soit € ’ensemble des points de I'espace.

Définition 2.1
On appelle repeére de l'espace affine ¢ tout quadruplet (O; Ey; Es; E3) de points non
coplanaires.

Si R = (O; Ey; Es; E3) est un repere de ¢, les vecteurs €] = O—El>, €y = O—E2> et €5 = O—>Eg
déterminent une base B = (€}, €3, €3) de l'espace vectoriel V3, appelée base associée au
repere R. Le point O est appelé origine, les vecteurs €, é; et €3 vecteurs de base du
repere R.

On note également ce repere (O; €7; €y; €3).

Coordonnées d’un point relativement a un repére
Soit R = (O; E; Es; E3) un repere du plan e.

Les coordonnées 7, y et z relativement a R d’un point M de ¢ sont les composantes du
vecteur OM relativement a la base associée (OFE1, OFy, OF3). On note M (x;y; z).

xr

— v
M(z;y;2) <= OM =x-OFE;+y-OFy+2-OE3= | y
z

x, la premiere coordonnée du point M, est appelée abscisse de M.
y, la deuxieme coordonnée du point M, est appelée ordonnée de M.

z, la troisieme coordonnée du point M, est appelée cote de M.

Remarque

On peut associer un systeme d’axes de coordonnées a un repere de I'espace affine e.

Le premier vecteur de la base associée, €1, donne la direction et le sens du premier axe
de coordonnées ou axe des x, noté Ox. L’échelle sur cet axe est définie par la longueur
de 51.
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Le deuxieme vecteur de la base associée, €3, donne la direction et le sens du deuxieme axe
de coordonnées ou axe des y, noté Oy. L’échelle sur cet axe est définie par la longueur
de 52.

Le troisieme vecteur de la base associée, €3, donne la direction et le sens du troisieme axe
de coordonnées ou axe des z, noté Oz. L’échelle sur cet axe est définie par la longueur
de 53.

Les axes de coordonnées définissent trois plans dans ’espace, appelés plans de réfé-
rence.

Le premier plan de référence, ou plan Oxy, est ’ensemble de points : {(z;y;2) | z = 0}.
Il contient I'axe Ox et 'axe Oy. Il est représenté en bleu ci-dessous.

Le deuxieéme plan de référence, ou plan Oxz, est ’ensemble de points : {(z;y;2) | y = 0}.
I1 contient 'axe Ox et 'axe Oz. Il est représenté en orange ci-dessous.

Le troisieme plan de référence, ou plan Oyz, est ’ensemble de points : {(x;y; z) | x = 0}.
I1 contient 'axe Oy et 'axe Oz. Il est représenté en rouge ci-dessous.

\j
<

2.2 Calculs avec les coordonnées

Dans un repere (O; Ey; Es; E3) de lespace affine e, on donne les points A(z4;ya4;24),
B(zpiyp; 2p) et Clzc;ye; 20).

2.2.1 Composantes d’un vecteur

—
Comme on a vu que f@ = O? — OA, on peut écrire :

TB TA T —TA
A§ = YB - YA = Y — Ya
2B ZA ZB — %A
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2.2.2 Milieu d’un segment

Les coordonnées du milieu du segment [AB], noté M,p), sont :

M TA+2Tp YA+ Yp ZA+ 2B
[AB] 9 ) 9 ) 2

Les coordonnées du milieu du segment sont les moyennes arithmétiques des coor-
données correspondantes des extrémités du segment.

Démonstration. Soit Map), ou plus simplement M pour cette démonstration, le milieu
du segment [AB]. Dans ce cas, les deux égalités suivantes sont vraies :

2
On peut donc écrire :
OM = OA+AM =04+ [AB=0A+ (0B - 0A)

TA+TB

1 1 TA IR 2
= _(O—1>4+ O?) = — YA -+ YB = %
2 2 zatzp
ZA ZB 5

2.2.3 Centre de gravité d’un triangle

Les coordonnées du centre de gravité du triangle ABC', noté G, sont :

3 ’ 3 ’ 3

G(xA—i-mB—i-mc'ijLyBijC.zA—i-zB—i-zc)

Les coordonnées du centre de gravité d’un triangle sont les moyennes arithmétiques
des coordonnées correspondantes des sommets du triangle.

Démonstration. Soit G le centre de gravité du triangle ABC'. Dans ce cas, ['égalité sui-

vante est vraie : 9
AG = ZaA
ou A’ est le milieu du segment [BC]. On peut donc écrire :

2— 2
oG = (ﬁwﬁ:(ﬁwgm/:(ﬁug((w—om:
1 1 A B
= g(O_f4+O*B)+(Y):§ Ya +<y3)+
rA+rptIC

3
_ yat+ys+yc

3
ZAtzp+tzc
3
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2.3 Exercices

1) Soit ABCDEF on octaedre régulier de centre O.
Les points H, I, J, K, L, M, N sont des D
milieux d’arétes.

Dans le repere (B; A; O; E), déterminer les
coordonnées des points A, B, C, D, E, F,
H, I, J K, L M, N,OetS.

2) Dans un repere (O; Ey; Fa; E3), on donne les points A(2;0;3), B(5;4;1), C(1;—2;4)
et D(—3;6;—1).

Construire ces points.

3) On donne les points A(5;2; —3), B(8;0;5), C(—2;—4;1) et D(4; —6; 3).
Calculer les composantes des vecteurs suivants :

a) AB b) DC ¢) AD +CB
d) BC —AC + DB ¢) 4-CD—3-(CA+BC)

4) On donne les points A(—4;1;3), B(4;3;6) et C(4;—6;3).
a) Calculer les coordonnées du point D tel que ABC D soit un parallélogramme.

b) Calculer les coordonnées du milieu E de la diagonale [AC].

c) Calculer les coordonnées des centres de gravité G et Gy des triangles ABC' et
ACD.

d) Calculer les coordonnées du milieu F' du segment [G1Gs]. Constatation.

5) On donne deux sommets A(3; —2;5) et B(7;5;10) d'un parallélogramme ABC D, ainsi
que le point d’intersection P(5;4;6) de ses diagonales.

Calculer les coordonnées des deux autres sommets C' et D.

6) On donne les points M (0;8; —2), N(4;2;4) et H(2;—3;5).

Calculer les coordonnées des images M’ et N’ de M et N par 'homothétie de centre
H et de rapport —2.

—
Comparer les vecteurs M 1\7 et M'N’.

7) On donne les points A(12; —11;18) et B(—8;7; —6).

Calculer les coordonnées des points qui divisent le segment [AB] en trois parties égales.

8) Prouver que les quatre points A, B, C, et D sont coplanaires.
a) A(0;2;4) B(1;-1;3) C(=8;2;1) D(—6;—4;—-1)
b) A(5;2;1) B(—6;3;—-2) (C(2;5;2) D(0;0;—2)
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2.4 Solutions des exercices

1) a) A(1;0;0) b) B(0;0;0) c) C(—1;2;0)
d) D(0;2;0) e) E(0;0;1) f) F(0;2;-1)
g) H(31;0) h) I(3;0;3) i) J(0;0;3)
i) K(=3:1;3) k) L(0;1;3) D) M(31;—3)
m) N(0;1;—3) n) 0(0;1;0) o) S(3:%3)

1 33
d) 8 e) —14
—6 32
4) a) D(—4;-8;0)
b) E(0; —3;3)
C) Gl(%v_%74)> GZ(_gv_%72)
d) F(0,-3;3)

— —
6) M'N' = —2MN, M'(6;—25;19) et N'(—2; —13;7)

7) 11(?5 —5;10), 12(_%§ 1;2)
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Chapitre 3

La droite

3.1 Définitions

Définition 3.1
Trois points B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs E et 1@ sont

A
colinéaires : /ﬁ =k- 1@, ou k € R.
Droite déterminée par deux points
Soit deux points distincts A et B.
Définition 3.2
La droite (AB) est I'ensemble des points M de l'espace ¢ alignés avec A et B :
(AB) = {M | AM = k- AB, k € R}
Le vecteur AB est appelé vecteur directeur de la droite (AB).

Droite déterminée par un point et une direction
Soit un point A et un vecteur d non nul.
Définition 3.3

La droite passant par A (appelé point d’ancrage) et de direction d_; notée d(A; of), est
. - - .,
I’ensemble des points M de 'espace ¢ tels que les vecteurs AM et d sont colinéaires :

d(A,d)={M | AM =k -d, k €R}

Le vecteur d est un vecteur directeur de la droite d(A, cf)

Remarque

A chaque valeur du nombre réel k correspond un unique point de la droite.
A chaque point de la droite correspond un unique nombre réel k.
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3.2 Equations paramétriques d’une droite

L’espace ¢ est muni d’'un repere (O; €7; €y; €3).
di
Soit la droite d passant par le point A(x4;ya;24) et le vecteur directeur d = | ds
ds
Un point M (z;y; z) appartient a la droite d si et seulement s'il existe un nombre k£ € R
Y U . .
tel que AM = k - d. Ainsi, pour tout point M de la droite d, on a :

— - X TA d
OM =0A+k-d ou y |l=1ya | +k-| do
z ZA d3

ou k € R. Cette équation est une représentation paramétrique de la droite d. Elle
s’écrit aussi sous forme d’un systeme d’équations, appelées équations paramétriques
de d :

ou k € R.

Remarque
Dans 'espace, une droite n’a pas d’équation cartésienne.
Exemple

Soit les points A(—3;2;1) et B(—1;3;—2). Nous allons déterminer les équations
paramétriques de la droite (AB).

1. Un vecteur directeur de la droite (AB) :

d=AB-0B-0A=[ 3 |=| 2 | =] 1
9 1 3

2. Les équations paramétriques de (AB) sont (une représentation possible parmi
Uinfinité des représentations possibles de la droite (AB)) :

T +
(AB): ¢y = 2 +
z 1 +
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On peut maintenant donner des points appartenant a la droite (AB) en choisissant
une valeur de k. Par exemple, pour k =5, on obtient le point

r = =3 + 5-2 =7
C:{y = 2 + 5-1 =7 = C(7,7;—14)
> = 1 + 5-(-3) = —14

De plus, on peut déterminer si un point appartient ou non a la droite (AB)
en déterminant s’il existe une wvaleur unique de k tel que les équations pa-
ramétriques sont vérifiées pour les coordonnées du point. Par exemple, pour le point
D(—-9;8;10), on a

—9 = -3 + k-2 k=—3
D:{ 8 = 2 + k-1 = k=6
10 = 1 + k-(=3) = k=-3

Ainsi, D ¢ (AB).

3.3 Position relative de deux droites dans ’espace

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux droites d;
et dg.

Sécantes Paralleles Gauches
distinctes confondues

dy
! dy / \ da
d / dy = dy \
2 dy

Un unique point I Aucun point Infinité de points Aucun point
d’intersection d’intersection d’intersection (droites) d’intersection

Droites coplanaires

Calcul du point d’intersection de deux droites sécantes

On donne ici une méthode pour déterminer le point d’intersection de deux droites sécan-
tes.

Ecrire les équations paramétriques des deux droites en désignant leurs parametres par
des lettres différentes.

En posant 1'égalité des coordonnées de méme rang, on obtient un systeme de trois
équations a deux inconnues (les parametres).

On résout le systeme formé par deux équations choisies parmi ces trois équations, puis
on vérifie si I’éventuelle solution obtenue satisfait 1’équation restante.

Si oui, les droites sont sécantes et on obtient le point d’intersection en injectant la valeur
obtenue d'un des parametres dans les équations de la droite correspondante.
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Exemple

Nous allons déterminer les coordonnées de [’éventuel point d’intersection des droites

r = -3 + k-2 r = 6 + s-1
d:sy = 2 4+ k-1 et g:xy = —1 4+ s-(-1)
z = 1 + k-(-3) z = 0 + s-1

On pose le systeme suivant d’équations

-3+2k = 6+s
24k = —-1-—s
1-3k = s

On commence par résoudre le systeme formé par les deux premieres équations. On
peut sommer ces deur équations et trouver

—1+3k=5 — 3k=6 — k=2

On obtient alors s = —9+2-2 = —5. On vérifie la solution (2; —5) dans la troisiéme
équation :

1-3-2< 5
Comme cette égalité est vraie, les deux droites s’intersectent en un point unique I.

Pour le trouver, on utilise les équations paramétriques d’une des deux droites et la
valeur du parametre associé.

r = -3 + 2.2 =1
I:¢y = 2 4+ 2-1 = 4 =1(1;4,-5)
s = 1 + 2.(-3) = -5

3.4 Traces d’une droite

Définition 3.4
On appelle traces d’une droite les points d’intersection de cette droite avec les plans de
référence Oxy, Oxz et Oyz.
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3.5 Exercices

1) Les points M, N et P suivants sont-ils alignés?
a) M(3;1;—1) N(2;0;4) P(-3;2;5)
b) M(2;-1;0) N(1;1;-2) P4 -5 -11)
c) M(3;1;5) N(25:5) P(%4;3)

I ) 29

2) Soit la droite d passant par les points A(1; —2;5) et B(—3;6;1).

a) Déterminer deux autres points de la droite d.

b) Déterminer deux vecteurs directeurs de la droite d.

-

3) Une droite d est définie par un point A(2;4;5) et un vecteur directeur ¥ =

a) Ecrire un systeme d’équations paramétriques de la droite d.

b) Vérifier que le point P(7; —1;3) appartient a la droite d.

4) Soit le point A(2;0; —3).
Ecrire une représentation paramétrique des droites suivantes :

a) dj passant par les points A et B(1;4;5).

r = —1 + 2t
b) dy passant par le point A et parallele a la droite g: ¢ vy = 0 + 3t
z = 2 4 bt

c¢) ds passant par le point A et parallele a I'axe des y.

r = —1 + 2t
5) Soit ladroited: ¢ vy = 0 + 3t.
z = 2 = 5t

Donner deux autres représentations paramétriques de la droite d.

r = 2 — 5t
6) Soit ladroited: ¢ v = —1 + t.
z = 0 + 3t

Déterminer le point de d :

) qui a une abscisse égale a 12.
b) qui a une ordonnée égale a 5.
¢) qui a une cote égale a —2.

d)
)

e

dont I'abscisse et la cote sont égales.

dont la cote est égale au double de I'ordonnée.
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7) Dans un repere (O; ot ), étudier les positions relatives des droites :
a) d: A(6;3;0) T=—i+j+k et g:B(

) d:A(=3;-1;2) T=2+j—k et g:DB(

) d:A(T;4;4) i=2+k et g:B(5-1;0) @ =-2+5]+2k

) d:A2—-1;-3) T=4i+2]-2k et g:B(

oo

[oW

8) Calculer le point d’intersection des deux droites sécantes suivantes :
d = (AB) avec A(1;2;—-3), B(—2;3;—1) et g = (CD) avec C(0; —1;6), D(2; —3;8).

9) On donne un quadrilatere plan ABCD avec A(1;3;2), B(4;—1;3), C(4;9;—=7) et
D(1;8;—-3).

Calculer les coordonnées du point d’intersection des diagonales.

10) Soit la droite d passant par les points A(6;2;1) et B(—3;8; —2)

a) Déterminer les traces de la droites d sur les trois plans de référence.

b) Dessiner la droite d avec la partie visible en trait plein (les plans de référence étant
supposés opaques).

c¢) Dessiner les projections de d sur les trois plans de référence.

11) Dessiner la droite g passant par les points A(—4; —5;1) et B(2,10;4) avec la partie
visible en trait plein.

12) a) Déterminer une droite d dont la projection sur le plan Ozxy est un point.

b) Déterminer une droite g non parallele a 'axe Oy et dont la projection sur le plan
Oyz est parallele a Oy.
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3.6 Solutions des exercices

2) a) M(=7;14;-3), N(9;—18;13) par exemple
%

—8 N —12
by dy=1| 16 |, dy= 24 par exemple
-8 —12
r = 2 + t
3) a) d: S vy 4 + 4t
z = b 4+ 2t
r = 2 —
4) a) dy y = 0 + 4t
z = =3 + 8t
r = 2 + 2t
B dy:d y = 0 + 3t
z = =3 + ot
r = 2
C) dg: Yy = 0 + ¢
z = =3
r = 0 — 2t r = T 4+ 2t
5)d: y = —1 — 3t, d:{ y = 12 + 3t par exemple
z = 2 4+ bt z = —18 — b5t
6) a) (12;—3;-6) b) (—28;5;18) o) (%:-3-2)
) (-5 e) (12;—3;—6)

) a) Les deux droites sont gauches.
b) Les deux droites sont strictement paralleles.
c¢) Les deux droites sont sécantes en (3;4;2).

7
d) Les deux droites sont confondues.
8) I(—5;4;1)
9) 1(2;5;—1)
10) a) Sur le plan Ozy : T1(3;4;0), sur le plan Ozz : T5(9;0;2), sur le plan Oyz :

T3(0;6; —1)
r =1
12) a)d: ¢ y = 1 par exemple
z =1 4+ 1
r =1 +t
b)g:¢ v = 1 + t parexemple
z =1
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Chapitre 4

Le plan

4.1 Deéfinitions

Définition 4.1
Quatre points distincts A, B, C' et D sont coplanaires si et seulement si les vecteurs E ,
AC et AD sont coplanaires. Il existe alors trois nombres réels «, 5 et v non tous nuls

tels que
a-AB+8-AC +~-AD =0

Plan déterminé par trois points

Soit trois points distincts A, B et C' non alignés.

Définition 4.2
Le (ABC) est 'ensemble des points M de e coplanaires aux points A, B et C' :

(ABC) = {M | AM = k-AB +n-AC, k,n € R}

Les vecteurs E et z@ sont deux vecteurs directeurs du plan (ABC).

Plan déterminé par un point et deux vecteurs directeurs

Soit un point A et deux vecteurs non colinéaires 4 et 7.

Définition 4.3
Le plan passant par le point A (appelé point d’ancrage) et de vecteurs directeurs o

e
et U, noté p(A;u; V), est 'ensemble des points M de l'espace ¢ tels que les vecteurs AM,
i et U sont coplanaires :

p(A; @) = {M | AM =k -@+n -7, k,n € R}

Remarques

1. A chaque couple de nombres (k;n) correspond un unique point du plan.
A chaque point du plan correspond un unique couple de nombres (k;n).

2. Un plan peut également étre déterminé par :
— une droite et un point ne lui appartenant pas
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— deux droites sécantes
— deux droites paralleles distinctes

4.2 Equations paramétriques d’un plan

L’espace € est muni d’un repere (O; €}; €y; €3).

Soit le plan p passant par le point d’ancrage A(x4;y4; z4) et admettant comme vecteurs

Uy U1
directeurs €= | us | et U=\ w9
] U3

Un point M (z;y; 2) ap;)artient au plan p si et seulement s’il existe un couple de nombres
(k;n) € R? tel que AM =k -+ n - ¥. Ainsi, pour tout point M de plan p, on a :

x XA U1 (%1

—_— —

OM=0A+k-i+n-v ou y | =1 ya | +k-| us | +n-| v
z ZA Us (R}

ou (k;n) € R2 Cette équation est une représentation paramétrique du plan p. Elle
s’écrit aussi sous forme d’un systeme d’équations, appelées équations paramétriques
de p:

r = T, + k-uqn + n-uny
p Yy = ya + k-uy + n-vy
z = 2y + k-us + n-uvs

ott (k;n) € R%

Exemple

Soit les points A(—3;2;1), B(—1;3; =2) et C(—3; —2; —2). Nous allons déterminer
les équations paramétriques du plan (ABC).

1. Deuz vecteurs directeurs du plan (ABC) :
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2. Les équations paramétriques de (ABC') sont (une représentation possible parmi
Uinfinité des représentations possibles du plan (ABC)) :

xr = =3 + k-2 + n-0
(ABC): ¢y = 2 + k-1 + n-(—4)
z = 1 + k-(=3) + n-(=3)
On peut maintenant donner des points appartenant au plan (ABC') en choisissant
un couple de nombres (k;n). Par exemple, pour (k;n) = (5;—2), on obtient le
points
r = =3 + 5-2 + (=2)-0 =7
D:Xy = 2 + 5-1 + (=2)-(-4) = 15 = C(7;15;-8)
z = 1 4+ 5-(=3) + (-2)-(-3) = -8

4.3 Equation cartésienne d’un plan

Soit le plan p passant par le point d’ancrage A(x4;y4; z4) et admettant comme vecteurs

Uy U1
directeurs €= | us | et U=\ w9
us U3
Un point M (z;y; z) appartient au plan p si et seulement si les vecteurs A]W_,l;[ et U sont

coplanaires. Or, ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si Det(AM;u;v) =0
ou :
r—Ta U1 V1
yEy I
Det(AM,u,0) =|y—ya us vy |=0
Z—ZA U3 Vs

En effectuant ce déterminant et en regroupant les termes, on obtient une équation du
type

‘ax—l—by—l—cz—l—dzo

ol a, b, c et d sont quatre nombres réels. Cette équation est appelée équation cartésien-
ne de p.

Exemple

Soit le plan (ABC) de l'exemple précédent passant par les points A(—3;2;1),
B(—1;3;-2) et C(—3;—2;—2). Nous allons déterminer l’équation cartésienne du
plan (ABC).

On pose et on développe le déterminant :

r+3 2 0
y—2 1 —4| = (-3)-(x+3)—=8-(2—1)—12(z+3) +6(y — 2)
z—1 -3 -3

= —15(x+3)+6(y—2)—8(z—1)=—15x + 6y — 8z — 49

Finalement, on posant que la valeur de ce déterminant doit étre égale a zéro, on
obtient l’équation cartésienne de (ABC) :

—15x4+6y —82—-49=0
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On peut maintenant déterminer si un point appartient ou non au plan (ABC) en
déterminant si [’équation cartésienne est vérifiée pour les coordonnées du point.
Par exemple, pour le point E(—4;2;7), on a

(—15) - (=4) +6-2—8-7—49 =0

-

=—33

Ainsi E ¢ (ABC).

4.4 Positions relatives d’une droite et d’un plan

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d’une droite d et
d’un plan p.

d parallele a p d et p sécants
strictement dCp
d d
d ~7
D p p
Aucun point d’intersection h,lﬁ nite de.pomts Un gnique pgint 1
d’intersection (d) d’intersection

Calcul de l’intersection d’une droite et d’un plan

On donne ici une méthode pour déterminer 'intersection d’une droite d et d’un plan p.

Substituer les équations paramétriques de la droite d dans ’équation cartésienne du plan

p.

On obtient alors une équation de degré 1 a une inconnue (le parametre), qu’on résout.

— Si cette équation admet une seule solution, alors l'intersection est un point /. On
obtient ce point en injectant la valeur obtenue du parametre dans les équations de la
droite d.

— Si cette équation a une infinité de solutions, alors I'intersection est la droite d.

— Si cette équation n’a pas de solution, alors I'intersection est vide.

Exemple
r = 1 4+ k-2

Soit le planp:x —2y—324+6=0cetladroited: ¢ yv = 2 + k . Nous
z = =2 — k

allons déterminer leur(s) éventuel(s) point(s) d’intersection.

On substitue tout d’abord les équations paramétriques de la droite d dans l’équation
cartésienne du plan p :

1-(1+2k)—2-2+k)—3-(—2—-k)+6=0
On résout l’équation obtenue :

3tk+9=0 — 3%k=-9 — k=-3

page 25



Mathématiques, MAT 3¢ année 4. Le plan

La droite d et le plan p s’intersectent en un point I. Pour l'obtenir, on injecte la

valeur k = —3 dans les équations paramétriques de la droite :
xr = 1 4+ (=3)-2 = =5
I'{y = 2 + (=3) = -1 =1I(-5-1;1)
z = =2 — (=3 =1

4.5 Positions relatives de deux plans

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux plans p; et
P2-

p1 et pg paralleles p1 et pg sécants
distincts confondus

2! D1

P1=Pp2 \ \

Infinité de points Une unique droite i
d’intersection (plans) d’intersection

b2

Aucun point d’intersection

Equations cartésiennes de deux plans paralleles

Théoreme 4.1

Soient les plans, donnés par leurs équations cartésiennes, p; : a1z + by + 1z +dy =0
(avec aq, by, c1 # 0) et py @ asx + by + c22 + ds = 0 (avec ag, by, c3 # 0).

Les plan p; et py sont paralleles si et seulement si les coefficients a, b et ¢ sont propor-
tionnels :

dl 11\1 d. .
ap b1 s pour p; et py paralleles distincts
a by C d
@ b o = d_l pour p; et py paralleles confondus
2

Calcul de l’intersection de deux plans sécants

On donne ici une méthode pour déterminer I'intersection de deux plans p; et p, sécants.
Poser le systeme formé par les équations cartésiennes des deux plans. Ce systeme contient
deux équations a trois inconnues.

On se ramene a un systeme de deux équations a deux inconnues en considérant provisoi-
rement une des inconnues comme constante. On nomme alors cette ”inconnue” k.

On résout ce systeme et et on obtient, pour chaque inconnue, une relation la liant a la
constante k.

Ces trois équations constituent les équations paramétriques de la droite ¢ d’intersection
et le nombre k est le parametre.
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Exemple

Soit les plans sécants p1 :bx +3y —22—4 =0 et py: bx + 3y + 22— 6 =0. Nous
allons détermaner leur droite d’intersection.

On pose le systéeme de deux équations a trois inconnues (x, y, et z) :

bx+3y—2z = 4
Sr+3y+22 = 6

On pose alors, par exemple, x = k et on résout les systeme de deux équations a
deuz inconnues (y et z) :

bk+3y—2z = 4 @)
5k+3y+2z = 6 @)
On obtient :
D+®@ : W0k+6y=10 — y=2—2k
D-@ : —4z=-2 — Z:%

Finalement, les équations paramétriques de la droite d’intersection © sont :

xr =0 + k
118y = % — l{;g
: = 1

4.6 Traces d’un plan

Définition 4.4
On appelle traces d’un plan les droites d’intersection de ce plan avec les plans de référence
Oxy, Oxz, Oyz.
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4.7 Exercices

1) Vérifier que les points A(—4;0;3), B(—2;3;0), C(0;2;1) et D(2;1;2) sont situés dans
un méme plan.

xr =3 — 2k + t
2) On donne les équations paramétriques du planp: < vy = 1 + 1k — 4t
z =5 4+ 3k + 3t
Les points ci-dessous appartiennent-ils au plan p?
a) A(-2;7;8) b) B(4;4;3) c) C(§:—%:19)
3) Déterminer les équations paramétriques des plans suivants :
a) p1 passant par A(6;0;0), B(0;4;0), C(0;0;3).
b) pe passant par A(2,3;5), B(1;0;5), C(6; —2;5).
—1
c) ps contenant le point A(1;2;5) et la droite définie par B(6;0;0) et v/ = 3
1
1 -1
d) p4 contenant les droites d : A(2;0;3),0= [ —1 | et g: B(4;0;0),4w = 1
1 -1
r =1 4+ 3t r = 4 — 3t
e) ps contenant les droitesd: < y = 3 — 4t etg: ¢ y = 9 — ¢t .
z = 2 + t 2 = =7 + 4
4) On donne I’équation cartésienne du plan p:2x 4+ 3y — 3z —5=0
Les points ci-dessous appartiennent-ils au plan p?
a) A(0;2;2) b) B(4;%;3) c) O -2T)

5) On donne les équations paramétriques d'un plan p. Déterminer ’équation cartésienne
de p.
r = 2 4+ k — 3t
p:y =5 — k + 2t
1

z = + k -

6) Déterminer les équations cartésiennes des plans de 'exercice 3.

7) Trouver les équations paramétriques des plans d’équations cartésiennes :
a) 2r —3y+42+5=0 b) 20 —y+2—-4=0

8) On donne le plan p:2x —y+32—6=10

Déterminer la position de p relativement aux droites :

1
a) d:A(2;1;,-2),7= 2 b) ¢g:B(2;1;-1),C(3;0;—-2)
-1
2
c) h:D(1;2;2), =1 =5
-3
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9) On donne le plan p:3x — 2y + 2z — 6 = 0.
Déterminer les intersections de p avec les axes de référence.

10) On donne les points A(1;2;6), B(5;7;4), C(2;3;5), D(4;6;1) et E(3;4;2).
Calculer le point d’intersection de la droite (AB) avec le plan (CDE).
11) On donne le plan p : 2z — 5y + z — 3 = 0. Ecrire I’équation cartésienne d’un plan :

a) parallele au plan p et passant par 'origine.

b) parallele au plan p et passant par A(2; —1;4).

12) On donne les équations cartésiennes de deux plans p et gq.

Déterminer si ces deux plans sont sécants, paralleles ou confondus.

a) p:3x—2y+5bz=4 et q:3x+2y+52=4
b) p:3z—2y+5z=4 et q:6xr—4y+10z=14
¢c) p:3xr—2y+5z2=4 et q:—15z+ 10y — 252z = —20

13) Soit le plan p: 3z — 4y — 22+ 12 = 0.
Déterminer les traces de p sur les plans de référence.

Dessiner p et hachurer sa partie visible, les plans de référence étant supposés opaques.

14) On donne deux plans p: 3z —by+z2z+4=0etg:x4+y—22+3=0

Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite d’intersection de ces
deux plans.

15) Existe-t-il un point appartenant aux trois plans p, g et 77

prx+2y—32=—6 q:2x+4y —z=18 ri3r—2y+z2=2

16) Déterminer une droite d passant par A(3;—2;—4), coupant la droite g définie par
3
B(2;—4;1) et ¥ | —2 | et parallele au plan p: 3z — 2y — 32 — 7 = 0.
2

17) Trouver les équations paramétriques d’une droite d passant par A(2;3;5) et parallele
aux deux plans p:3xr —y+2=0et ¢g:x —y+ 2 =0.

18) Déterminer les équations paramétriques de la droite d qui passe par le point A(4; —7;5)
et qui rencontre les deux droites suivantes :

r = 2 + k r = 4 + 3t
g: sy =1 4+ 2k h:< yv =3 4+ t
z =1 — &k z = 3 + 2t

19) On donne une droite d par deux de ses projections :

e r+y—4=0 J y—224+4=0
) z=0 ' x=0

Déterminer les équations paramétriques de la droite d.
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4.8 Solutions des exercices

2) a) oui b) non c) oui
r = 6 — 3k — 2t r = 2 — k + 4t
3) a) pr:s y = 0 + 2k b) po:¢ vy = 3 — 3k — b5t
z = 0 + + 1 z = 5
r =1 4+ bk — r = 2 4+ k + 2t
c) ps: y = 2 — 2k + 3t d) ps:¢ y =0 — k
z =5 — bk + t 2 =3 + k — 3t
r =1 4+ 3k — 3t
e) ps:R y = 3 — 4k — t
2 = 2 + kK + 4
4) a) non b) oui ¢) non
5) prx+2y+2—13=0
6) a) p1:2r+3y+42+12=0 b) pp:z2—5=0
c) ps:x+2—6=0 d) pps:3z+5y+2:—-12=0
e) ps:x+y+z2—6=0
x = 0 + 2k r =0 4+ k
7V a) pr:g oy = —1 + 4t b) p2: ¢ y = 0 + t
z = =2 — Lk + 3t z = 4 — 2k 4+ t

8) 1) La droite intersecte le plan dans le point (—1;—5;1)

)
2) La droite est parallele au plan.
3)

La droite est contenue dans le plan.

9) Axe des x : (2;0;0), axe desy: (0;—3;0), axedes z: (0;0;6)

10) 1(2: % 1)
11) a) 2z =5y +2=0
b) 20 —5y+2—-13=0
12) a) Les deux plans sont sécants.
b) Les deux plans sont strictement paralléles.
c¢) Les deux plans sont confondus.
T = k
13) Trace sur le plan Oxy : t1: 8 y = 3 + %k
z = 0
T = k
Trace sur le plan Ozxz :t3: < y = 0
z =6 + 3k
r = 0
Trace sur le plan Oyz : t3: ¢ y = k
z = 6 — 2k
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1 + 9%
2 + Tk
3 + 8k
3 + 5k
-2 — 6k
-4 + 9k
2
3 + k
5 + k
4 — 9k
-7 + 22k
5 — 11k
8 — 2k
-4 + 2k
k
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Chapitre 5

Produit scalaire

5.1 Définitions produit scalaire et norme

Les propriétés et les formules du produit scalaire dans l’espace sont analogues a celle
établies dans le plan, comme deux vecteurs de ’espace sont toujours ”coplanaires”.

Définition 5.1

On appelle produit scalaire de deux vecteurs u et ¢ le produit de la mesure algébrique
(avec signe) u de i et de la mesure algébrique ¢’ de la projection orthogonale, ¥’; de ¢/
sur une droite de direction .

On note le produit scalaire de @ et v :

Y

gy

Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U, w et le nombre réel A\, on a :

1. Commutativité : UeU=10UelU

2. Bilinéarité : Ue (U+ W) =UeT+Uew
3. Produit par un nombre réel : (AN-W)eU=A-(Ue7)

4. Positivité : Uetl =0

5. Vecteur nul : Geti=0<1=0

Définition 5.2
On appelle norme d’un vecteur «, la racine carrée du produit scalaire « ¢ . La norme
de 1 se note ||u]|.




Mathématiques, MAT 3¢ année 5. Produit scalaire

Remarque
La norme d'un vecteur est synonyme de sa longueur.
Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U et le nombre réel A\, on a :

1. Positivité : @]l =0

2. Vecteur nul : |7 =0 d=0
3. Produit par un nombre réel : | ||A-d|| = |A| - |||
4. TInégalité triangulaire : |a + o] < ||| + ||7]]

Proposition 5.1

Si A, B et C sont trois points tels que E =, z@ — Fet BAC = a (cv est angle entre
le vecteur « et le vecteur ¥), on a

—

e = ||| - [|U]] - cos(ev)

On appelle cette égalité 'expression géométrique du produit scalaire.

Définition 5.3
On appelle vecteur unitaire un vecteur de norme 1.

U est un vecteur unitaire <= ||| =1

Proposition 5.2
Si v # 0, les vecteurs unitaires de méme direction que v sont

‘ =

—

?Ilz - et Ug =

1 —
- v
I

|17

I
5.2 Orthogonalité

all

5.2.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 5.4
Deux vecteurs u et ¢ sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est égal
a zéro.

Remarques

1. Le vecteur nul 0 est orthogonal & tous les autres vecteurs @, car 0 e 7 = 0.

2. Le produit scalaire de deux vecteurs peut étre nul, sans que I'un des vecteurs soit nul.

Théoreme 5.3
Si le vecteur @ est orthogonal aux vecteurs v et w, alors @ est orthogonal a toute combi-
naison linéaire de ¥ et .
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Démonstration. Soient u orthogonal & v et W et @ = o - U 4 [ - W, combinaison linéaire
de ¥ et .

On a:
Ged = do(a-T+pB 1) % de(a-0)+ie(s- D)
prod T (e —
= Oé(\-/_/)—i—ﬁ (o) =0
0 =0
Ainsi, @ et @ sont orthogonaux. O
Conséquence

Si un vecteur o est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires v’ et w qui sont des vecteurs
directeurs d’un plan p, alors le vecteurs u est orthogonal a chaque vecteur défini par deux
points A et M du plan p : u L AM.

s o —> — — . H
En effet, comme, par définition de p, les vecteurs AM, v et W sont coplanaires, AM peut
s’exprimer comme une combinaison linéaire de ¥ et w.

Définition 5.5
On appelle vecteur normal a un plan p tout vecteur © non nul orthogonal a deux
vecteurs directeurs de ce plan.

5.2.2 Droites orthogonales

Définition 5.6
Les droites d et g de vecteurs directeurs respectifs d et § sont orthogonales si les vecteurs
d et ¢ sont orthogonaux, c’est-a-dire si d e g = 0.

Remarques

1. Deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement sécantes.

2. Deux droites orthogonales et sécantes sont dites perpendiculaires.

5.2.3 Droite et plan perpendiculaires

Définition 5.7

Une droite d et un plan p sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur directeur
d de la droite et un vecteur normal 7 au plan sont colinéaires, c’est-a-dire si 7 = « - d
avec a € R.

Une droite orthogonale a un plan est aussi appelée normale de ce plan.

Théoreme 5.4
Si une droite d est orthogonale a deux droites g et h sécantes d’un plan p, alors la droite
d est orthogonale au plan p.
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d

Jlu 5

Démonstration. Soit une droite d orthogonale a deux droites g et h sécantes d’un plan p.
Comme g et h sont sécantes, leurs vecteurs directeurs g et h sont des vecteurs directeurs
de p.

Ainsi, le vecteur directeur d de d est un vecteur normal de p comme il est orthogonal

a deux vecteurs directeurs de p. d est donc colinéaire aux autres vecteurs normaux de
D- U

Remarques
1. Une droite d est orthogonale a un plan p si et seulement si elle est orthogonale a toute
droite de p.

2. Si une droite d est orthogonale a une droite d’un plan p, on ne peut pas en déduire
que la droite d est orthogonale au plan p.

3. Etant donné une droite d et un point A, il existe un seul plan passant par A et
orthogonal a d.

4. Etant donné un plan p et un point A, il existe une seule droite passant par A et
normale a p.

5.2.4 Plans perpendiculaires

Définition 5.8
Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont ortho-
gonaux.

Théoréme 5.5
Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si I'un des plans contient une droite
orthogonale a I'autre.

5.3 Repere orthonormé

5.3.1 Définitions

Définition 5.9
Une base (7,7, k) de V3 est dite orthonormée si
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Un repere (O; [; J; K) de ¢ est dit orthonormé si
—
|OI]| = |0J] = |OK] =1
0leOJ=0leORK =070k =0

N

Remarques

1. Dans une base orthonormée (;, f, IZ), les vecteurs de cette base sont orthogonaux deux
a deux et unitaires (de longueur 1).

2. Dans la suite du cours, sans mention contraire, on considérera toujours les bases de V3
comme étant orthonormées et les reperes de € comme étant également orthonormés.

5.3.2 Expression analytique du produit scalaire

Uy U1
On considere les vecteurs 4« = | uy | et ¥ = | vy | donnés en composantes dans une
Uus U3

- =

base orthonormée (ZT:j, k).

Proposition 5.6
Le produit scalaire des vecteurs @ et U est le nombre réel :

Uy U1
Ue U = U9 . (%) = U1 -V + Uy Vo + U3 - Vs
us U3

Démonstration. Dans la base orthonormée (;, f, IZ), on calcule le produit scalaire de u et
¥ (en utilisant les propriétés du produit scalaire) :

Uel = (Ul"Z»—I—UQ'E’—FUg-E)o(Ul-’?—l—’Ug'j—l—’Ug'E)

Eok

= U1 - i-i+UQU2'jaj+U3U3'
~~~ ~~

{

-

+(U1’U2 + Ug’Ul) cle

-

+(ulvg + U3U1) cle

ol

+(U2’U3 + U3’U2) ] . E

<b 1
I
o

=0
= U + U9V + U3v3
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5.3.3 Expression analytique de la norme

Uy
On considere le vecteur @ = | uo donné en composantes dans une base orthonormée
Us

- —

(Z,j,E).

Proposition 5.7
La norme du vecteur « est le nombre réel :

il = Ve i = \/ut + 3 + 3

5.3.4 Vecteur normal a un plan

Proposition 5.8

S

Le plan d’équation cartésienne p : ax + by + cz + d = 0 admet le vecteur 7 =

comme vecteur normal.

Démonstration. Soient deux points A(za;ya;2z4) et B(xp;yp; zp) d'un plan d’équation

cartésienne p : ax + by + cz + d = 0. Nous allons montrer que les vecteurs 7 et f@ sont
orthogonaux.

a g —Ta
ﬁ.ﬁ = b | e ys—ya | =a-(xp—za)+b-(yg—ya) +c- (2B — z4)
c ZB — ZA

= (axp+byg+czp) — (axa+bys+cza) =0

- A -

Vo W
=—d, car B€p =—d, car A€p

Comme 77 est orthogonal a tous les vecteurs formés a partir de deux points du plan p, 7
est normal a p. O
Remarque

Un plan peut étre déterminé par un point et un vecteur normal.

Exemple

Nous allons déterminer l’équation cartésienne du plan p passant par le point
A(3; —=1;7) et perpendiculaire a la droite (BC') avec B(3; —4;6) et C(2;4;9).

1. Un vecteur normal du plan p est :

2 3 —1 a
F=BC=| a4 |- =a]=(3s =[5
9 6 3 c

L’équation cartésienne partielle de p est —x + 8y + 32+ d =10

2. Comme A € p, on peut déterminer d en résolvant I’équation
(-1)-3+8-(-1)+3-7+d=0 — d=-10
L’équation cartésienne de p est : —x + 8y + 3z —10=10
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5.4 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O; [; J; K) de € et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(;, j, E) = (O_}, 07, O—I>() de V3 associée.

2 1
1) On donne les vecteurs €= | —1 | et U= 0
3 -2
a) Calculer : We¥; wWeu; UWe(U+7)
b) Caleuler - lall; [|o]; [[(=2)-all; [la+ 7]

14
2) Soit le vecteur @ = | —8
8

a) Déterminer les vecteurs unitaires colinéaires au vecteur a.

b) Déterminer les vecteurs de norme 9 colinéaires au vecteur a.

3) Déterminer deux vecteurs w orthogonaux au vecteur « de l’exercice 1.

7
4) Déterminer les nombres réels a et b pour que le vecteur a soit orthogonal a
b

4 -5
chacun des deux vecteurs 3 et 20
8 9
r = 2 4+ 3t
5) Soit ladroited: ¢ y = 0 + t
z = —4 —

Déterminer une droite g perpendiculaire a d.

6) Déterminer la droite d passant par le point A(2;3;5) et perpendiculaire au plan p
d’équation cartésienne 3x — 2y + 2z + 5 = 0.

7) Ecrire une équation cartésienne du plan p passant par le point A(3;1;1) et perpendi-
culaire a la droite (BC') avec B(1;0;5) et C(3;—3;8).

8) Ecrire une équation cartésienne du plan p passant par 1’origine et par le point A(1;1; 1)
et perpendiculaire au plan d’équation x —y + 2z +2 = 0.

9) Déterminer I’équation cartésienne du plan p perpendiculaire au plan Ozy et contenant
r = 3 + 2t
ladroited:< vy = 0 — t
z = 4 + 3t
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10) Déterminer la droite d passant par le point A(2;3;5) et coupant perpendiculairement
la droite (BC) avec B(1;1;1) et C(2;0;3).
11) On donne les points A(2; —1;4) et B(1;3;2).

Etablir I’équation du plan perpendiculaire au segment [AB] et passant par le milieu
du segment [AB].

Déterminer une propriété caractéristique des points M de ce plan.
12) On donne le plan p : 22 +y — 2z +4 = 0 et les points A(—8;5;—4), B(3;2;4) et
C(—2;1;0).

a) Déterminer le symétrique du point A par rapport au point B.
b

) Déterminer le symétrique du point A par rapport au plan p.
c) Déterminer le symétrique du point A par rapport a la droite (BC).
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5.5 Solutions des exercices

1) a) a) Uel =—4 b) Uetl =14 C) ﬁo(ﬁ—i—ﬁ):lo
b) a) |[u| = V14 b) [l7ll = V5 ¢) ||-2dl|=2-v14
d) |Ji+ 3| = V11
I 7
2) a) £ —3 b) £ —4
4 4
9
-1 0
3) wh=| —2 et Wy = | 3 | par exemple
0 1

z = 0

5) g y = k par exemple
z =k
xr = 2 + 3k

6) d: < y 3 — 2k

z = 5 4+ k
N p:2xr—3y+32—6=0

8) p:x—2z2=0

r = 2 + k
10) d: y = 3 — 19
z = b5 — 10k

11) p: 20 4+8y—424+7=0

Tous les points M du plan p sont équidistants de A et B.
12) a) A'(14;—1;12)

b) A”(—6;6;—5)

c) A”(—6;—5;—4)

page 40



Chapitre 6

Distances

6.1 Distance de deux points

Définition 6.1
On appelle distance de deux points A et B la norme du vecteur f@ La distance de A
a B se note 0(A; B).

5(A; B) = ||AB)|

Equidistance

L’ensemble des points de I'espace équidistants de deux points A et B est un plan appelé
plan médiateur de [AB]

La plan médiateur de [AB] passe par le milieu de [AB] et admet comme vecteur normal

le vecteur AB.

plan médiateur

B

=

[AB]

Exemple

Nous allons établir I’équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB] avec

A(=2;—1;4) et B(—1;3;-2)

1. Un vecteur normal du plan médiateur m est :

1 ) 1 a
deab= 3 |- =1 = 4 |=(0»
9 4 6

L’équation cartésienne partielle de m est x + 4y — 6z +d = 0.

41



Mathématiques, MAT 3¢ année 6. Distances

2. Comme m passe par le point miliew de [AB], Mg = (—%;1;1), on peut
déterminer d en résolvant ’équation :

3 7
4 4.1-6-1+d=0 d= =
5+ - — 5

L’équation cartésienne de m est : x + 4y — 62 + % =0

6.2 Distance d’un point a un plan

Définition 6.2
La distance §(F; ) d'un point E & un plan 7 est la distance du point F a sa projection
orthogonale E’ sur 7.

Formule vectorielle

Soit 7 le plan passant par un point A et de vecteur normal 7.

La distance du point F au plan 7 est :

Formule analytique

Soit 7 le plan d’équation cartésienne ax + by 4+ cz + d = 0.

La distance de point E(zo; yo; 20) au plan m est :

. |CL[L’0 + b’yo + czo + d|

Y

Equidistance

L’ensemble des points de 'espace équidistants de deux plans sécants 7 et 7’ est constitué
de deux plans appelés plans bissecteurs de 7 et 7.

Les plans sécants d’équations aix + b1y + 12 + dy = 0 et asx + boy + coz + dy = 0 ont
pour plans bissecteurs les deux plans d’équations

ar + bly +ci1z+ d1 . j:agilf + be + o2 + dg

Ces deux plans sont perpendiculaires.
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T i

plans bissecteurs

LN S

6.3 Distance d’un point a une droite

Définition 6.3
La distance d’un point E a une droite d est la distance du point E a sa projection
orthogonale E’ sur la droite d.

I

Formule

Dans le chapitre ”Produit vectoriel”, nous établirons une formule donnant la distance
d’un point a une droite.

Equidistance

L’ensemble des points de 1’espace dont la distance a une droite fixe d est une constante
r est le cylindre de révolution d’axe d et de rayon r.
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6.4 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O; [; J; K) de € et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(;, j, E) = (O_}, 07, O—I>() de V3 associée.
1) Calculer la distance des deux points A(1; —5;4,3) et B(0,4;1;—-9,1).

2) Etablir I'équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB] avec A(2;—1;4) et
B(1;3;2).

3) On donne la droite d passant par les points A(2;3;5) et B(1;2;8).
Déterminer le point de la droite d situé a égale distance de C'(5;4;8) et D(9; —2;6).

4) Calculer la distance du point E(15; —2;5) au plan p d’équation 3z — 2y + z = 12.

5) Soit le tétraedre de sommets A(2;4;6), B(—4; —4;4), C(5;0;3) et D(—1;7;5).

Calculer la longueur de la hauteur, issue de A, de ce tétraedre.

6) Vérifier que les deux plans d’équations 3z+12y—42—18 =0 et 3z +12y—424+73 =0
sont paralleles et calculer leur distance.

7) Déterminer les équations cartésiennes des plans situés a la distance 6 du plan p
d’équation 9z + 2y — 62 — 8 = 0.

8) On donne les plans p: x +2y —2z—1=0et ¢:2x —y+22+1=0.

Déterminer les équations cartésiennes des plans bissecteurs de p et q.

r = 5 + 3k
9) Déterminer les coordonnées des points situés sur la droited : ¢ vy = 13 + 7k et
z = T + 5k

équidistants des plans p: 6z —y —22+3 =0et ¢: 3x +4y —42—9=0.

10) Soient les points A(1,5;3), B(5;3;7) et C(9;1;2).

Déterminer les équations paramétriques de la bissectrice de I'angle BAC.

r = =3 + k
11) Calculer la distance du point F(5;—2;1) aladroited: ¢ vy = 8 + 6k
z = 16 + 2k
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6.5 Solutions des exercices

1) 6(A,B) = 14,7

2) p: —20+8y—424+7=0

3) M(9;10; —16)

4) §(E;p) =314

5) h= %2

6) 6 =17

) pr:924+2y—62—T74=0 et py:92+2y—62+58=0
8) pr:—x4+3y—42—-2=0 et py:3x4+y=0

9) (333 —3) et (=1;—1;-3)

r = 1 4+ 14k
= 5 — 7k
z = 3 + bk

<

10) b:

11) 6(E;d) = 15
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Chapitre 7

Angles

7.1 Angle de deux vecteurs

Définition 7.1
Soient A, B et C' trois points tels que f@ =u et @ =17.

L’angle « entre les vecteurs u et U est égal a 'angle BAC.

C

|

g

Formule

On peut déterminer I'angle « en se basant sur I'expression trigonométrique du produit
scalaire @ e U = ||| - ||U]] - cos(a) :

— —

Ue?vV

( Uel )
ou Qx = arccos
[ERIE 1]l - 119

cos(ar) =

7.2 Angle de deux droites

Définition 7.2
On appelle angle de deux droites d et g (gauches ou coplanaires) tout angle formé par

deux quelconques de leurs vecteurs directeurs d et g.
Formule

L’angle aigu a de deux droites d et g est donné par :
|d g

OS(Oé) - TR
]l - 1]
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7.3 Angle de deux plans

Définition 7.3
On appelle angle de deux plans 7; et m tout angle formé par deux quelconques de
leurs vecteurs normaux 7; et 7.

1 «

YK

Uy

Formule

L’angle aigu a de deux plans 7 et my est donné par :

cos(ar) = 7%1 * o]
73] - {732 ]

7.4 Angle d’une droite et d’un plan sécants

Définition 7.4
On appelle angle (aigu ou obtus) d’une droite d et d’'un plan 7 sécants I'angle que forme
d avec sa projection orthogonale d’ sur .

Méthode de calcul

1. Calculer I'angle aigu B formé par un vecteur directeur de la droite d avec un vecteur
normal du plan p.

2. L’angle aigu o formé par d et w vaut : o = 90° — f3.

page 47



Mathématiques, MAT 3¢ année 7. Angles

7.5 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O; [; J; K) de € et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(;, j, E) = (O_}, 07, O—I>() de V3 associée.

r = =30 + k r = 2 — 3k
1) On donne les deux droites d: ¢ y = 8 + 3k etg:x y = 0 — k.
z = 16 + &k z = —4 + k

a) Vérifier que ces deux droites sont sécantes.

b) Calculer I'angle aigu d’intersection de ces deux droites.

2) Soit le triangle de sommets A(4;1;7), B(2;4;3) et C(3;9;5).

Calculer les trois angles de ce triangle.
3) Calculer I'angle aigu formé par les plans p: x + 2y — 2z =0 et ¢ : 2x — 3y + 4z = 8.

4) Soient la droite d passant par A(1;2;3) et B(2;1;5) et le plan p : 3x 4+ 2y — 5z = 0.

Calculer I'angle formé par la droite d et le plan p.

5) Soit le cone de révolution donné par son sommet S(9;1; —1), par le point A(4; 3;2) et
par ’équation du plan contenant le cercle de base, p : 2z +y — 22 +6 = 0.

a) Calculer les coordonnées du centre C' du cercle S
de base.

b) Calculer la hauteur du cone.
c¢) Calculer le demi-angle d’ouverture du cone.

d) Calculer les coordonnées d'un autre point du
cone.

e) Calculer les coordonnées de deux points du
cercle de base du cone.

f) Calculer le rayon du cercle de base.

6) Déterminer les équations cartésiennes des plans passant par les points A(4;2;1) et
B(2;1;—1) et qui forment un angle de 45° avec le plan d’équation z —4y+ 2z —8 = 0.
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7.6 Solutions des exercices

1) =6
2) a=40,5°, [=99,8, =397
3) a4
4) a=3
5) a) C( —2;5)
b) h =
c) a=40,8°
d) B(%;2;1) par exemple
e) D( 47?27%) et E(ﬂa_%vg)
f) r=7,76

6) 2r —2y—2—-3=0, x4+2y—22—-6=0
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Chapitre 8

Produit vectoriel

8.1 Définitions et propriétés

Dans le chapitre 5, nous avons défini le produit scalaire de deux vecteurs dont le résultat
est un nombre réel.

Dans ce chapitre, nous allons définir le produit vectoriel de deux vecteurs dont le résultat
est un vecteur.

Définition 8.1
Soit deux vecteurs @ et ¥ formant un angle .

Par définition, le produit vectoriel de i et ¥/ est le vecteur noté @ A ¥ (lire & ”cross” v)
tel que :

1. la direction de @ A U est orthogonale aux directions
des deux vecteurs 4 et v;

—

2. le sens de @ A ¢ donne au triplet («;¥;4d A ¥) une
orientation directe :

cette orientation est donnée par la "regle du tire-
bouchon” ou par la "regle des trois doigts de la main
droite” (pouce, index, majeur), illustrée ci-contre ;

3. la norme est égale a l'aire du parallélogramme
construit sur o et U :

[a A all = ||al] - [|2]] - [ sin(p)]

(base : |||, hauteur : h = ||7]| - | sin(¢)]).

Remarques

1. On utilise aussi la notation « x ¥ au lieu de @ A v.

2. Par convention, la base orthonormée (Z, j, l;:) est dite directe si le vecteur k s’obtient
a partir des vecteurs 7 et j, pris dans cet ordre, a l'aide de la regle des trois doigts de
la main droite. On dit aussi que cette base est orientée positivement.

Dans le cas contraire, on dit que la base orthonormée est rétrograde ou orientée
négativement.
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3. Dans la suite du cours, sans mention contraire, on considérera toujours les bases comme
orthonormées et directes.

Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U, W et le nombre réel A\, on a :

1. Anticommutativité : UNT=—(TAQ)

2. Bilinéarité : UN (U+ W) = (dAV) + (4N W)
(U4 U) AN = (A W) + (TA D)

3. Produit par un nombre réel : A-@)ANT=X-(dAND)

4. Identité de Lagrange : |z A T2 = ||a]|* + ||5])* — (@ 0)?

5. Colinéarité : @ANT=0< et ¥ sont colinéaires

8.1.1 Expression analytique du produit vectoriel

U U1
On considere les vecteurs ©« = | uy | et ¥ = | vy | donnés en composantes dans une
Uus U3

- —

base orthonormée directe (i, ], k).

Proposition 8.1
Le produit vectoriel des vecteurs u et ¢ est le vecteur :

Uy U1 UgV3 — U3V2
UNU = U9 N V2 = U3V1 — U1V3
us U3 U1V — U2V

Remarque

Pour le calcul de @ A ¥, on peut utiliser (par abus de notation) le pseudo-déterminant
suivant :

; Uy U1
UNT = j Ug V2
]Z us Vs
Exemple
1 -2
Soit les vecteurs © = | —3 et v = 4 donnés en composantes dans une
5 3
base (;, j, E) orthonormée directe. On peut calculer leur produit vectoriel :
1 -2 -9 —-20 —-29
uNT=1| =3 | A 4 =| -10-3 | =1 —13
5 3 4—6 -2
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ou en utilisant le pseudo-déterminant

i1 =2
GAT=|7 -3 4 |=—9i+4k—10j — 6k — 20i — 3j = —29i — 13 — 2k
k5 3

8.2 Applications du produit vectoriel

8.2.1 Détermination du vecteur normal & un plan

Soit trois points distincts A, B et C' non alignés et le plan (ABC).

Un vecteur normal au plan (ABC') est :

i — AB A AC

8.2.2 Aire d’un triangle
L’aire d'un triangle (ABC) vaut la moitié¢ de 'aire du parallélogramme ABCD.

5= S4B A AC|

8.2.3 Distance d’un point a une droite

=

La distance d’un point E & une droite d(D;d) est donnée par :

Démonstration. Par définition du produit vectoriel, I'aire du parallélogramme sur ﬁ et
d vaut Hlﬁ Ad||. Or, cette aire est également donnée par le produit entre la base, ||d||,
et la hauteur, 6(E; d).

_IDE Ad]

S =|DEAd]| = |d]-6(E;d) = §(E;d) i
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8.2.4 Perpendiculaire commune a deux droites gauches

Soit deux droites gauches d(D; af) et g(G; g) et le vecteur 77 = d A gJ.

La perpendiculaire commune n aux deux droites d et g est contenue dans le plan p(D; CZ n),
passe par le point d’intersection de la droite g et du plan p et a pour vecteur directeur 7.

8.2.5 Distance de deux droites gauches

Définition 8.2 .
Soit deux droites gauches d(D;d) et g(G; g).

La distance §(d; g) est la distance de I a J, ou I et J sont les points d’intersection de la
perpendiculaire commune n a d et g.

&qﬂ\ n

/A

Propriété
La distance entre les deux droites gauches d et ¢g est donnée par :

DG o (7 §))

1A g

o(dyg) =

Remarques

1. Nous démontrerons cette formule de §(d; g) en exercice.

2. Le numérateur de la formule §(d; g) comprend un produit scalaire et un produit vec-
toriel : le résultat de cette double opération est appelé produit mixte.
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8.3 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere or-
thonormé direct (O;1;J; K) de € et les composantes des vecteurs relatives a la base

orthonormée (7, j, k) = (07, 07, O—l)() de V3 associée.

4 1 2
1) On donne les vecteurs = | —1 |, v = 5 et W = 0
2 -3 —4

Calculer et comparer :
a) UNUet UAU

b) WA (2-7), (2-U) AT et 2- (A7)
c) 4N (U4 W) et (€ AV)+ (4 A D)

) U) AW et @A (U A W)

)

3) Démontrer le formule ||@ A 0|2 + (@ o ¥)? = ||@||* - ||7]|* (identité de Lagrange).
4) Calculer ||@ A b|| lorsque ||@|| = 6, ||b]] = 5 et angle formé par @ et b vaut CN

5) Soit le plan (ABC') avec A(—6;3;—2), B(5;2;1) et C(2;5;2).
Ecrire les équations paramétriques de la droite passant par le point B et perpendicu-
laire au plan (ABC).

6) On donne les plans p:3x — 2y +5z2=3et q: 20—y — 2= —2.

Trouver une équation cartésienne du plan r passant par l'origine et perpendiculaire
aux deux plans p et q.

7) On donne les points A(2;1; —2), B(2;3;0), C(6;6;5) et D(6;4;3).

Vérifier que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme et calculer son aire.

8) Calculer l'aire du triangle de sommets A(1;4; —3), B(1;6; —1) et C(5;9;2).

r = 3 — 2k
9) Soit ladroited: < vy = 2 + 3k .
z = -1 + k

Calculer la distance du point A(—5;4; —2) a la droite d.

10) Soient les points A(2;1;3), B(1;2;1), C(—1;—2;—2) et D(1; —4;0).
a) Vérifier que les deux droites (AB) et (C'D) sont gauches.

b) Déterminer la perpendiculaire commune & ces deux droites.

c¢) Calculer la distance entre ces deux droites.
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8.4 Solutions des exercices

-7 7
1) a) unvd=| 14 |, TAL=| —14
21 —21
—14
b) WA (20) = 2U) NU=2(UAT) = 28
42
-3
c) UN(V+ W) = (UAV)+ (Uunw)=[ 34
23
—56
d) (WAD) AW = 14 |, UN(UAW) =
—28

2) Non

10) b) Perpendiculaire commune :

¢) 0((AB); (CD)) =32

e

Y
z

I
- w o
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Chapitre 9

Produit mixte

9.1 Définitions et propriétés

Définition 9.1
On appelle produit mixte de trois vecteurs u, v, w, pris dans cet ordre, le nombre réel
noté |u, v, w| et défini par la formule :

| U, U, W] = u e (UAW)

Propriétés

. — —)/ — — 7’ .
Quels que soient les vecteurs u, u’, ¥, W et le nombre réel A, on a :
1. Le produit mixte est invariant dans une permutation circulaire de ses vecteurs :

|u, U, W] = |W,u,v| = |V, W, d]
2. Le produit mixte change de signe quand on permute deux vecteurs :
\u, U, W] = —|U,u,d| = —|u, W, V| = —|W,V, ]

3. Produit par un nombre réel et somme :

I\, 0,0] = M- |, 0,0
@+ @, 00| = |i,7,@)+ @, 0]

4. Pseudo - associativité :
Ue (UAW) = (UNT) oW

5. Le produit mixte |u, 7, ] est égal au volume du parallélépipede construit sur les
vecteurs 1, U, .
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Démonstration. On considere le parallélépipede construit sur les vecteurs u, U, w repré-
senté ci-dessus. On a :

—

|0, U, 0| = e (UAW) = (UAT) e = || AU -] | - cos(a) = volume para.
—_—— ——

base hauteur
O
9.1.1 Expression analytique du produit mixte
U1l U1 w1
On considere les vecteurs v = | us |, 7= | v et =1 wy donnés en compo-
us3 U3 w3
santes dans une base orthonormée directe B = (;, 7, k).
Proposition 9.1
Le produit mixte des vecteurs u, ¥ et w est le nombre :
|@, U, W] = Det(u, v, W)
Démonstration. Soient les trois vecteurs u, ¥ et w dans la base B. On a :
U1l VW3 — V3W2
Lﬁ, 17, ’LBJ = Ue (’17/\ U_f) = U9 . V3w — V1 W3
Us V1Wo — V2W1
V2 W U1 W U1 wy
= Up- +u2(_1) _|_u3.
V3 W3 V3 Ws Vg W2
Uy v wy
= Ug Vo W2
uz V3 wWs
O
Exemple
1 2 3
Le produit mixte des vecteursu= | 0 |, v=| 4 | etw=| 3 | estégala :
2 1 1

123
|@,7,7%) =|0 4 3|=4+124+0-24—3—-0=—11
2 1 1

9.2 Applications du produit mixte

9.2.1 Indépendance linéaire

Le produit mixte permet de déterminer si trois vecteurs (ou quatre points) sont copla-
naires :

|4, U, W] = 0 <=, ¥, sont coplanaires
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9.2.2 Equation cartésienne d’un plan

Soient trois points distincts A, B et C' non alignés et le plan (ABC).

Le produit mixte permet de déterminer I’équation cartésienne du plan (ABC') en posant :

|AM, AB, AC'| = 0

9.2.3 Volume d’un parallélépipede

Le volume du parallélépipede ABCDEFGH est H

, E
donné par : m
G
V= HAg,Aﬁ,AEH 4

9.2.4 Volume d’un tétraédre

Le volume du tétraedre SABC est donné par :

vzéufé,/x_&ﬁﬂ

9.2.5 Distance de deux droites gauches

-

Soient deux droites gauches d(D;d) et g(G; g).

La distance entre les deux droites gauches d et ¢g est donnée par :

DG, d. g
s(d:g) = DG 23
|7 gl
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9.3 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere or-
thonormé direct (O;1;J; K) de € et les composantes des vecteurs relatives a la base

orthonormée (7, j, k) = (07, 07, O—l)() de V3 associée.

3 2 —2
1) On donne les vecteurs = [ —1 |, b= 5 etc=1 -3
3 —4 6

Calculer les produits mixtes suivants : | @, b, él, la,c, b, Lg, éal, |d, b, al.

5 2
2) Soient les vecteurs @ = 2 etb= [ —1
-3 6

Déterminer un vecteur ¢ tel que |@, b, é] = 0. Constatation.

3) Soient @, b, & trois vecteurs orthogonaux deux & deux, tels que ||@|| = 3, [|b]] = 2 et
]| = 5.
Calculer le produit mixte |, b, .

4) On donne les points A(7;1;—3), B(8;2;—2), C(4;4;4) et D(10;1; —5).
Ces quatre points sont-ils coplanaires ?

5) Soient les points A(—1;—1;7), B(—2,1;6), C(0;1;6), D(1; —1;7), E(2;—2;3),
F(1;0;2), G(3;0;2) et H(4;—2;3).
Vérifier que le polyedre ABCDFEFGH est un parallélépipede et calculer son volume.

6) Soient les points A(2; —1;1), B(5;5;4), C(3;2; —1) et S(4;1;3).
Calculer le volume du tétraedre ABC'S.
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9.4 Solutions des exercices

1) |_C_1"7 b)ﬂ = 70a LavaEJ = _707 Lgaé;aj = 70a |_67 57 6J =0

—_

2) Les vecteurs ¢, @ et b sont linéairement dépendants. Par exemple ¢ =

3) 1d@,b,¢) =30

4) Oui

ot

)
)
)V =
)V

6

page 60



Chapitre 10

La sphere

10.1 Définition

Définition 10.1
On appelle sphére 3 de centre 2 et de rayon r (r € Ry) l'en-
semble des points M de I'espace situés a la distance r du centre 2.

On a donc : —
M e X e §(Q: M) = |OM] = r v

On note cette sphere : 3(€Q; 7).

10.2 Equation cartésienne d’une sphere

Soit la sphere 3 de centre Q(xo; yo; 20) et de rayon r.

Un point M (z;y; z) appartient a la sphere 3 si et seulement si §(2; M) =r. On a :

N r — 2o
QM| =r < Y — Yo
Z— 20

Ang \/x—fo (Y —v0)?+ (2 —2)?=r

S \(@—20)+W—w)+(z—2) =1

Cette derniere relation est appelée équation cartésienne (canonique) de la sphére .

En développant la formule ci-dessus, on obtient une équation de la forme
ar® + ay® + a2’ + 2bx +2cy + 2dz +e =0
avec a # 0, appelée équation générale d’une sphere.

Exemple

Soit la sphére X donnée par I’équation générale : x> +y*+ 2% — 10z +4y+62+22 = 0.
Nous allons déterminer le centre Q) et le rayon r de cette sphere.

L’idée est de transformer [’équation générale en [’équation cartésienne canonique
pour pouvoir y lire directement () et r. On commence pour regrouper les termes en
x,y et z, puis on “compléte les carrés”.
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2 — 10z +y° +4y+2°+624+22 = 0
(x—5)2-25  (y+42)2—4 (2+3)2-9

(z -5+ w+2)2+(2+3)? = 25+4+9—22
(=52 +(y+2>*+(2+3)?* = 16

La sphére ¥ a pour centre Q(5; —2;3) et pour rayon r = /16 = 4.

10.3 Positions relatives d’une droite et d’une sphere

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d’une droite d et
d’une sphere %(Q; 7).

d d
B
o d) <r o d)=r I d)>r
Deux. pomnts A ot B Un umque p(?mt r Aucun point d’intersection
d’intersection d’intersection

Définition 10.2
Une droite tangente a la sphere 3(Q; ) est une droite située a la distance r de €.

Calcul de l’intersection d’une droite et d’une sphere

On donne ici une méthode pour déterminer l'intersection d’une droite d et d’une sphéere
3.

Substituer les équations paramétriques de la droite d dans I’équation cartésienne de la
sphere X..

On obtient alors une équation de degré 2 a une inconnue (le parametre), qu’on résout.

— Si cette équation admet deux solutions, alors 'intersection est constituée de deux points
A et B. On obtient ces points en injectant les valeurs obtenues du parametre dans les
équations de la droite d.

— Si cette équation admet une seule solution, alors l'intersection est un point 7'. d est
tangente a la sphere > en 7.

— Si cette équation n’a pas de solution, alors I'intersection est vide.

Exemple

Soit la sphere ¥ 2+t + 2 —a2 -2y +2—3 = 0 et la droite d
xr = 6 - 2k
y = —3 + 2k . Nous allons déterminer leur(s) éventuel(s) point(s) d’in-
z = —4 + k

tersection.
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On substitue tout d’abord les équations paramétriques de la droite d dans l’équation

cartésienne de la sphere 3 :

(6 —2k)* 4+ (=3 +2k)* 4+ (—4+k)*> — (6 —2k) —2(—=3+2k) + (-4+k)—3=0

On résout l’équation obtenue :

9k? — 45k +54=0 — kK*—5t+6=0 — (k—2)(k—3)=0 — k =2ky =3

La droite d et la sphere X s’intersectent en deux points A et B. Pour les obtenir,
on injecte les valeurs de k dans les équations paramétriques de la droite :

k=2 = A:

r = 6 -
y = =3 +
z = —4 +
r = 6 -
y = —3 +
z = -4 +

2.
2.

2

2.
2.

3

2
2

2

1 = A(2;1;,-2)
—2

0

3 = B(0;3;-1)
—1

10.4 Positions relatives d’un plan et d’une sphere

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d’'un plan p et d’une

sphere (€ 7).

N

p)<r

6(Qp)=r

(Qp) >

Un cercle ¢ d’intersection

Un unique point T

d’intersection

Aucun point d’intersection

Remarque

Dans l'espace, un cercle n’a pas d’équation cartésienne. On définit un cercle de ’espace

en donnant son centre, son rayon et le plan qui le contient.

Définition 10.3

Un plan tangent a la sphere 3(€2;r) est un plan situé a la distance r de €.

Propriété

Le plan tangent a la sphere X(£2;7) au point 7" a pour vecteur normal ﬁ
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Remarque

Le plan tangent en un point 7" & la sphere ¥(Q;7) contient toutes les droites tangentes
en T a cette sphere.

10.5 Position relatives de deux spheres

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux spheres
(2 R) et X(Q,r) avec R > r.

~

1

&

%
\_

&

>

S(KQY)<R-—r

S Q)=R—r

() >R—r
(Y)Y <R+

S =R+r

5(Q)>R+r

Nn:0

N : un point [

N : un cercle ¢

M : un point [

Nn:o
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10.6 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere or-
thonormé direct (O;1;J; K) de € et les composantes des vecteurs relatives a la base

orthonormée (7, j, k) = (07, 07, O—l)() de V3 associée.

1) Ecrire I’équation cartésienne de
a) la sphere de centre O(0;0;0) et passant par le point A(3;2;—1).
b) la sphere de centre C'(1; —2;4) et passant par le point A(3;2; —1).

2) Ecrire I'équation de la sphere de diametre [AB] avec A(—1;0;5) et B(7;4; 7).
3) Les équation suivantes représentent-elles des spheres? Si oui, déterminer le centre et

le rayon.

a) 22 +y*+ 22 +62— 10y —42+22=0
b) 22 +y? + 2% — 120 — 2y + 62 + 56 = 0
c) 202 +2y? + 222 — 20+ 8y +22—87=0

4) Ecrire I’équation de la sphere passant par les deux points A(4;2; —3), B(—1;3;1) et
ayant sont centre sur la droite (C'D) avec C'(2;3;7) et D(1;5;9).

5) Ecrire I’équation de la sphére passant par les quatre points A(5;7;—2), B(3;1;0),
C(—5;12;3) et D(—3; —2;—1).

r = =3 + 2k
6) Soient lasphere ¥ : 22 +y%+22—2r—y+2—3 = Oet ladroited: ¢ y = 6 — 2k .
z = —4 + k
Calculer les coordonnées des points d’intersection de X et d.
r = =2 — k
7) Soient la sphere ¥ : 2% +y?+22+x+2y+32—9 = O et ladroited : { ¥ 4 + k.
z = 4 + k

Calculer les coordonnées des points d’intersection de ¥ et d.

8) Soient la sphere ¥ : 22 + % + 22 + 62 — 8y — 22 + 17 = 0 et le point A(—2;2;3).

a) Vérifier que le point A appartient a la sphere X.
b

) Ecrire les équations paramétriques d’une droite d tangente en A a la sphere 3.
c¢) Ecrire I’équation cartésienne du plan tangent a la sphére ¥ au point A.
)

d) Ecrire les équations paramétriques de la droite g tangente en A a la sphere ¥ et
coupant 'axe des z.

9) Soient la sphere X : (x — 2)? + (y +4)* + (2 — 3)% = 289 et le point A(14;4; —6).

a) Vérifier que le point A appartient a la sphere X.
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

b) Ecrire I’équation cartésienne du plan tangent a la sphere 3 au point A.

Ecrire ’équation de la sphere ¥ de centre 2(4; 1; —5) et tangente au plan p d’équation
cartésienne p : x + 2y + 2z = 4.
Soient la sphere ¥ : 22 +y? + 22 — 62 — 2y = 159 et le plan p : 122 + 4y + 32— 12 = 0.

Déterminer les équations des plans paralleles au plan p et tangents a la sphere X..

On donne la sphere X : 22 + y% + 22 = 9 et les deux points A(3;0;6) et B(3;5;1).

Déterminer les équations des plans tangents a la sphere X et contenant la droite (AB).

Soit la sphere 3 de centre €(2; —3;7) et passant par le point A(5;1; —5).
Déterminer la droite ¢ tangente a la sphere ¥ en A et perpendiculaire a la droite (OA),
O étant l'origine.

Soient la sphere ¥ : (z—3)%+ (y+2)*+(2—1)> =100 et le plan p : 22 —2y —2z+9 = 0.

a) Prouver que le plan coupe la sphere X.

b) L’intersection de p et ¥ est un cercle ¢; déterminer son centre et son rayon.

Soient les spheres ¥ : 22 + 92 + 22 =8l et X' : 2? +y? + 22 — 4o — 12y + 62 + 45 = 0.

Montrer que les deux spheres ¥ et ¥/ sont tangentes.

On donne la sphere ¥ : 22 + 32 + 22 — 20 — 8y — 22 — 57 = 0 et la sphere
Yoia? 4yt 4+ 22— 140+ 10y — 82 — 27 = 0.

Prouver que ces deux spheres se coupent, puis déterminer leur intersection.
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10.7 Solutions des exercices
1) a) ¥ 12?2+ 2+ 22 =14

b) Yo :a?+yP+22—20+4y—82—-24=0
2) B:(z =3+ (y—2?2+(2+1)>=56

3) 1) Centre : (—3;5;2), rayon : 4
) Pas une sphere.
3) Centre : (%7 —2; —%), rayon : v/48

DO

Yi(w—4)P+(y+1)2+(2—-3)2=45
Yi(r+3)2+(y—6)2%+(2+2)2=65

)
)
6) 11(1;2;-2) et I5(3;0; —1)

)

7) 11(1;1;1) et I(3; —1;—1)
r = =2 + 2k
8)b)d:{ y = 2 4+ k parexemple.
z = 3
c)t:x—2y+2z=0
r = =2 — 2k

d)g:dy = 2 + 2k
z = 3 + 3k

9) b) t:12x+8y —92—254=0
10) S:(z—42+(y—1)2+(z+5)?2*=5%

11) t1: 122+ 4y +32—209=0et to: 120+ 4y + 324+ 129 =0

)
)
)
12) ty:x—2y—22+9=0etty:x—3=0

r = b + Tk
13)t:d y = 1 — 45k
z = =5 — 17k

14) Centre : (—=1;2;3), rayon : 8

16) Cercle de centre (3;1;2), de rayon v/61 et contenu dans le plan 2x — 3y + 2z — 5 = 0.
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