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Premiere partie

Analyse






Chapitre 1

Continuité

Nous avons remarqué, dans le chapitre précédent, que la limite d’une fonction pour =
tendant vers a peut souvent étre obtenue en calculant tout simplement la valeur de cette
fonction en a. Les fonctions qui possedent cette propriété sont dites continues en a.

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Continuité en un point

Définition 1.1

Une fonction f est continue en un point a si :

— elle est définie sur un intervalle ouvert contenant a (voisinage),

— les limites a gauche et a droite en a existent et sont égales a f(a) :

lim /(2) = /(a)

T—a

Lorsque f est définie sur un voisinage de a, sauf éventuellement en a, on dit que f est
discontinue en a (ou admet un point de discontinuité en a) si f n’est pas continue en a.

Exemples

La fonction f est continue en a car :

— elle est définie en a et sur un voisinage de a — la premiere partie de la définition
est respectée,

- }EEL f(x) = f(a) — la deuziéme partie de la définition est respectée.
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La fonction f n’est pas continue en b car :

— elle est définie en b et sur un voisinage de b — la premiére partie de la définition
est respectée,

- ilircll f(x) =06 # f(b) — la deuzieme partie de la définition n’est pas respectée,

La fonction f n’est pas continue en d car :
— elle n’est pas définie en d — la premiére partie de la définition n’est pas res-
pectée.

On observe un trou en b et en d.

La fonction f n’est pas continue en c car :

— elle est définie en c et sur un voisinage de c — la premiére partie de la définition
est respectée,

— lim f(z) n’existe pas (lim f(x) = f(c) et lim f(z) = X\) — la deuziéme partie
T—C r—Cc™ T—C
de la définition n’est pas respectée.

On observe un saut en c.

Comme pour la notion de limite, il est possible de donner une définition plus rigoureuse
de la notion de continuité, ce que nous faisons ci-dessous.

Définition 1.2 (Définition en ¢ - 0)

Une fonction f est continue en un point a si :

— elle est définie sur un intervalle ouvert contenant a (voisinage),

— pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si |[x —a| <0 = |f(x) — f(a)] <e.

La définition dit que f est continue en a si f(x) s’approche de f(a) lorsque x s’approche
de a. Par conséquent, une fonction continue f est telle qu'une petite variation de z ne
produit qu’une petite variation de f(x). En fait, la variation de f(x) peut étre tenue aussi
petite que l'on veut a condition de prendre la variation de z suffisamment petite.

D’apres la définition en € - 4, il n’est pas possible de montrer qu'une fonction f est continue
en a a l'aide de la représentation graphique de f. En effet, il faudrait envisager tous les
voisinages possibles de f(a) dans I'ensemble image, ce qui est impossible concretement.
Par contre, il est parfois possible, a I'aide de la représentation graphique de f, de montrer
que f n’est pas continue. C’est ainsi que nous travaillerons principalement.

1.1.2 Continuité sur un intervalle

Définition 1.3
Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert [ si elle est continue en tout
point de l'intervalle I.

Une fonction f est continue sur un intervalle fermé I = [a; b] si elle est continue en
tout point de l'intervalle ]a; b[ et si lim f(z) = f(a) et liril f(z) = f(b).
r—a T—0"

Une fonction est continue sur une réunion d’intervalles si elle est continue sur chaque
intervalle.

Définition 1.4 ("intuitive”)
Une fonction f est continue sur un intervalle I si on peut dessiner sa représentation
graphique, sur I, sans lever le crayon.

page 4
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Il s’avere que la plupart des fonctions familieres sont continues partout sur leur domaine
de définition. C’est la cas pour :

— les fonctions polynomiales (continues sur R),

— les fonctions rationelles,

— les fonctions puissances et racines,

— les fonction trigonométriques et trigonométriques réciproques,

— les fonctions exponentielles et logarithmes.

Les phénomenes physiques sont généralement continus. Par exemple, le déplacement ou
la vitesse d’un véhicule en mouvement varie de facon continue en fonction du temps,
de meéme que la croissance en taille d’'une personne. Par contre, des discontinuités se
produisent dans des situations comme les courants électriques.

1.1.3 Propriétés des fonctions continues

Proposition 1.1
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, a € I et A € R.

Si les fonctions f et g sont continues en a, alors :

1. f+g estcontinue en a
2. f—g estcontinue en a
3. M- f estcontinue en a
-g  est continue en a

est continue en a si g(a) # 0

Si f est une fonction continue en a et g une fonction continue en f(a), alors
la fonction g o f est continue en a.

Démonstration. On ne démontre que la premiere propriété, la méme technique de démon-
stration s’utilisant pour les autres cas. On utilise la définition de la continuité puis les
propriétés des limites.

Soit f une fonction continue en a. f est donc définie sur un intervalle ouvert /; contenant
a et lim f(z) = f(a).

r—a
Soit g une fonction continue en a. g est donc définie sur un intervalle ouvert I, contenant
a et lim g(z) = g(a).

Tr—a
Alors f 4 g est définie sur I = I} N I, intervalle ouvert contenant a, et

lim (f +g)(z) = lim(f(z) +g(z)) = lim f(z) + lim g(z)

rT—ra

= fla) +9g(a) = (f +9)(a)

page 5
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Utilisation

. In(x) + arctan(x
01 ) = Bl it
— La fonction y = In(x) est continue sur l'intervalle |0; 400 et la fonction y = arctan(x)

est continue sur R. Par I’énoncé 1 ci-dessus, la fonction y = In(x) + arctan(z) est
continue sur ]0; o0/

est-elle continue ?

— La fonction y = 22 — 1 est polynomiale et donc continue sur R.

En tant que quotient, la fonction f est continue pour tout x strictement positif a I’excep-
tion des valeurs qui annulent z* — 1. Finalement, f est continue sur les intervalles ]0; 1]
et ]1; 4o00l.

1.1.4 Limites de fonctions composées

L’existence de lim f(x) = L et de lilri g(t) ne suffit pas en général a déterminer la limite
T—a t—

de la composition de fonctions lim g(f(z)). Toutefois, on a les résultats suivants :
T—a

Proposition 1.2
Si lim f(z) = L et si de plus ¢ est continue en L, alors
r—a

lim g(f(2)) = g(lim f()) = g(L)

T—a T—ra

Proposition 1.3
Si lim f(x) = L et si de plus f(z) # L sur un intervalle ouvert contenant a, sauf
r—ra

éventuellement en a, alors
lim g(f(x)) = lim g(t)

r—a t—L

Remarque

La proposition 1.3 ci-dessus est le résultat qui permet d’utiliser le principe du changement
de variable pour déterminer la valeur de certaines limites.

Exemples
. . sin(x) . .
1. Soient les fonctions f(x) =3 | ——= ) — 1 et g(x) = /= qui est continue sur
x

R. La composée des fonctions f et g est (go f)(x) = g(f(x)) =4/3 (M) —1.

T

Par la proposition 1.2, on a :

lim\/?)(M)—l - \/11m3(sm<x))—1:\/3-T:\/§

z—0 €x x—0 €x

comme lim $2&) — 1.
z—0 7

2. Comme lirré 3r =0 et 3x #0 si x #0, on peut écrire, par la proposition 1.3 :
s

lim sin(3x) — lim sin(t)
z—0 3x t—0 t

page 6
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1.2 Théoremes fondamentaux sur les fonction conti-
nues

Nous présentons, dans ce chapitre, quatre théoremes fondamentaux relatifs aux fonctions
continues qui seront utilisés dans la suite du cours.

Théoréme 1.4 (Continuité de la réciproque)
Soient [ et J deux intervalles et une fonction f : I — J bijective et continue. Alors, la
réciproque " f est continue sur 'intervalle .J.

Intuitivement, la représentation graphique de " f est I'image de celle de f par une symétrie
axiale d’axe y = x, de sorte que, si cette derniere courbe ne présente aucune interruption,
celle qui se rapporte a " f n’en présentera pas non plus.

Théoréme 1.5 (Théoreme de Bolzano)
Si f est une fonction continue sur l'intervalle [a;b] telle que f(a) et f(b) sont de signes
différents, alors il existe au moins un réel ¢ dans 'intervalle ouvert |a; b| tel que f(c) = 0.

Autrement dit, une fonction continue ne peut changer de signe qu’apres s’étre annulée.

Malgré son aspect intuitif, ce théoréeme ne peut étre démontré qu’avec l'aide de la
définition rigoureuse de la continuité.

Tllustration

La représentation graphique de la fonction f coupe au moins une fois 'axe des abscisses,
ici dans le point (c;0).

Application

On peut utiliser le théoreme de Bolzano pour localiser des zéros d'une fonction f donnée.
Ainsi, on est capable de répondre a la question suivante :

Déterminer & 0.01 prés un zéro de la fonction f(x) = 423 — 622 + 3x — 2 située entre 1 et
2.

On calcule tout d’abord
f)=4-643-2=-1<0 et f(2)=32-2446-2=12>0

Comme f(1) < 0 < f(2), et comme f est une fonction polynomiale donc continue sur
[1;2], le théoreme de Bolzano affirme lexistence d’un nombre c¢ situé entre 1 et 2 tel

page 7
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que f(c) = 0. On peut localiser plus précisément ce zéro en divisant 'intervalle "en deux
parties égales”, puis en calculant 'image du ”point milieu” et en la comparant aux images
des deux bornes de l'intervalle pour déterminer un nouvel intervalle ”plus étroit” dans
lequel se situe au moins un zéro de f :

— f(1.5)=25>0et f(1) <0; donc f s’annule dans |1;1.5].

- f(1.2) = —-0.128 < 0 et f(1.5) > 0; donc f s’annule dans |1.2;1.5[.

— f(1.3) =0.548 > 0 et f(1.2) < 0; donc f s’annule dans ]1.2;1.3[.

— f(1.25) = 0.1875 > 0 et f(1.2) < 0; donc f s’annule dans |1.2;1.25].

— f(1.22) = —0.007008 < 0 et f(1.25) > 0; donc f s’annule dans |1.22;1.25].

— f(1.23) = 0.056068 > 0 et f(1.22) < 0; donc f s’annule dans |1.22;1.23].

Ainsi, un zéro de f est égal a o = 1.22, au centieme par défaut (ce qui signifie que les

deux premieres décimales sont exactes).

Théoréme 1.6 (Théoreme de la valeur intermédiaire)
Si f est une fonction continue sur U'intervalle [a; b] et f(a) # f(b), alors pour tout nombre
~ compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ dans 'intervalle ouvert |a; b| tel

que f(c) =1.

Attention, I'inverse n’est pas vrai! Pour un réel ¢ strictement compris entre a et b, il
n’existe pas nécessairement un vy entre f(a) et f(b) tel que f(c) =~.

Illustration

@ ¢ b

Le théoreme de la valeur intermédiaire est présent dans la maniere dont travaille un
outil graphique. Un ordinateur calcule un nombre fini de points du graphe d’une fonction
et allume les pixels ou se trouvent ces points. Il suppose que la fonction est continue
et retient toutes les valeurs intermédiaires entre deux points consécutifs. L’ordinateur
connecte alors les pixels en allumant tous les pixels intermédiaires.

Théoréme 1.7 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass)
L’image d’un intervalle fermé borné [a; b] par une fonction continue est un intervalle fermé
borné.

Corollaire 1.8
Une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a; b admet un maximum absolu et
un minimum absolu sur cet intervalle.
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Tllustration

L’image de I'intervalle fermé borné [a; b] est l'intervalle fermé borné [f(d); f(c)].

De plus, f(c) est le maximum absolu de f sur [a;b] et f(d) est le minimum absolu de f
sur le méme intervalle.
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1.3 Exercices

1) Donner les points ot la fonction f, donnée ci-dessous par sa représentation graphique,

n’est pas continue :
4+
3T —O0—
2+
' y=f(z)
1 s
EEEEEEREEN

/ 1

2) Ou les fonctions suivantes sont-elles discontinues ?

2 —x—2
a) f@)—ﬁ
.
1
— siz#0
b) f(z) =4 g
1 six =
\
(.2
v oro2 six+#2
) flz) = T2
3 six =
\
(
20 —1 six <2
d) f(z) =
22 —x+1 siz>2

3) Expliquez pourquoi les fonctions ci-dessous sont continues en chaque point de leur
domaine de définition. Précisez ce domaine de définition.

a) f(z) = g;‘fiif? b) f(x) =3z + V16 — 22
¢) f(z)=e* - cos(2z —1) d) f(z) = arcsin(z® — 1)
e) f(z)=log(a® —4) £) flz)=sin(5V>")
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1.4 Solutions des exercices

1) La fonction f est discontinue pour les points : a; = 1, ay = 2, ag = 2,5, ay = 4,
as =95,5et ag=106,9

2) a) Ena=2
b) Ena=0
c¢) La fonction f est continue sur R
)

d) La fonction f est continue sur R

3) a) Df:{—%;%} b) Dy = [—4:4]
c) Dy=R d) Dy = [—\/5; \/ﬂ
e) Dy = |—00;2[U]2 4o £ D = B;—l—oo[
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Chapitre 2

Asymptotes

2.1 Asymptotes verticales

Définition 2.1
La droite x = a est une asymptote verticale (A. V.) a la courbe y = f(z) (représentant
la fonction réelle f) si I'une au moins des conditions suivantes est vérifiée :

lim f(x) = +o0 lim f(z) = 400 lim f(z) = 400
T—a z—at r—a~
lim f(z) = —o0 lim f(z) =—o0 lim f(z) = —o0
T—a z—at T—a—
Illustration
)

Remarques

1. On représentera généralement les asymptotes en "traitillés”.

2. Une asymptote verticale ne peut exister que si la fonction est discontinue en x = a.
Une fonction possédant une asymptote verticale en un point n’est pas définie en ce
point ; il est donc important de chercher le domaine de définition de la fonction pour
déterminer ses asymptotes verticales.

3. Soit f une fonction rationnelle définie par f(z) = %, ou p(z) et q(z) sont des
polynomes. Les asymptotes verticales a la courbe y = f(z) sont a chercher parmi les

droites d’équation x = a ol a est un zéro du polynéme ¢(z).
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2.2 Asymptotes affines

Définition 2.2
La droite d’équation y = h; est une asymptote horizontale (A. H.) ala courbe y = f(z)
(représentant la fonction réelle f) vers +oo si li{IFl f(z) = hy.

T—r—+00

La droite d’équation y = hs est une asymptote horizontale (A. H.) ala courbe y = f(z)

vers —oo si lim f(x) = hs.
T——00

Tllustration

——————————————— ]lQ

Remarque

p(l‘

Une fonction rationnelle f définie par f(x) = admet une asymptote horizontale si et

seulement si deg(p(z)) < deg(q(z)). Si f admet une asymptote horizontale, celle-ci est la
méme a gauche et a droite : lim f(x) = hrf f(x).
T——00 Tr—r

Définition 2.3
La droite d’équation y = mx+h est une asymptote oblique (A. O.) ala courbe y = f(z)
(représentant la fonction réelle f) vers +o0 si on peut écrire f(z) = mx + h + 6(x) avec

m et h des nombres réels et §(x) une fonction telle que lnf i(z) =
T—1+00

La droite d’équation y = ma + h est une asymptote oblique (A. O.) a la courbe
y = f(x) vers —oo si on peut écrire f(x) = mx + h+ d(x) avec m et h des nombres réels
et §(x) une fonction telle que lim §(x) = 0.

T——00

Tllustration

— (mix + h1)
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Proposition 2.1

Si la droite y = mx + h est une asymptote oblique a la courbe y = f(x) vers 400
(respectivement vers —oo), alors les nombre réels m et h sont donnés par les formules
suivantes :

. [f(z) :
=1 — t h=1 —
m=Jm S| e [h= I () —mo
(respectivement avec lim ...)

T—r—00

Démonstration. Soit la courbe y = f(z) qui admet une asymptote oblique vers +oo. Par
définition, il existe donc des nombres réels m et h et une fonction §(z) = f(x) — (ma +h)

telle que lim d(z) = 0. Les égalités suivantes sont donc vraies :
T—>+00

lim §(z) = lim (f(z) —mz —h) = lim x-<M—m—ﬁ) =0

T—~+00 T—r+00 T—+00 z z

Or, pour que la derniere égalité soit vraie, il est nécessaire que lim (@ —m — %) =0
T—r—+00

pour obtenir un cas indéterminé du type "oo - 07 (seule solution pour obtenir une limite
égale a zéro car x tend vers +00). Ainsi, par les propriétés des limites, on a :

. x . . h
lim M — lim m— lim — =0
Tr—+00 T Tr——+00 r—>+o0 I
—_——  —
=m =0

On obtient donc : m = lim £&
T—+o0o ¥

De plus, les égalités suivantes sont également correctes :

lim 6(z) = lim (f(x) —mx—h)= lim (f(x) —mz)— lim h=0

r—>+00 T—>+00 T—>+00 T—>+00
=h
On obtient finalement : h = lim (f(z) — mx).
T—r+00
La démonstration est identique pour les cas —oo. O

Remarques

1. Attention! L’asymptote affine (horizontale ou oblique) n’est pas forcément la méme
vers +00 ou —oo. Il faut donc étudier les deux cas.

2. Pour déterminer 1’équation d'une asymptote oblique, il faut commencer par calculer
m.
— Si m tend vers l'infini, il n’y a pas d’asymptote affine.
— Si m = 0, asymptote est horizontale (si h existe!).
— Si m est un nombre réel différent de 0, 'asymptote est oblique (si h existe!).

3. Le signe de §(z) permet de déterminer la position relative de la courbe y = f(z) et de
I’asymptote.
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2.3 Exemples

Exemple 1

22 —3r+2

Soit la fonction f(z) = —; n 5
T T —

Asymptotes verticales

Les zéros du dénominateur étant 1 et —2, le domaine de définition de la fonction f est
Dy = R\ {—2;1}. Les asymptotes verticales possibles de f sont les droites d’équations
r=1etz=-2

> Pourz=1,0ona:

0
x2—3z+2 0

. T . (z—1)(z—2) _ 1. z—2 1
© Ip i) =ln e i e T e = e | 1
. lim f(z) = —3
. T 223242 0 7: (z—1)(z—=2) _ 7. z—=2 _ _ 1 T
y xlinllr f(x) B a:li>nl/le wite—2 a:li>nl/le (@=1)(z+2) — a:li>nl/l7L z+2 3

Ainsi la droite d’équation x = 1 n’est pas une asymptote verticale a la courbe y = f(x).
Le graphe de f possede un ”trou” de coordonnées (1; —%)

> Pourz = -2 ona:
12
: _ : x2—3z+42 E
* xgg* f<x) o mgfmZ* w?tr—2 oo
) 12
: _ : —3z+2 0~
° lim )= lim Z 2= = —00
z——27F f( ) z——27F @ +r—2
La droite d’équation x = —2 est une asymptote verticale a la courbe vy = f(z).
q ymp Yy

Asymptotes horizontales

On calcule les limites de f lorsque = tend vers +o00 ou —o0 :

2 _ 2 2
lim f(z)= lim k. e N

im — =1
r—+o0 r—+o0 ;CQ + x — 2 r—+oo 3;‘2

La courbe y = f(z) admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 vers +o0.

Asymptotes obliques

Pas d’asymptote oblique car il existe une asymptote horizontale vers +oo.

Position relative courbe / asymptote

La position du graphe de f relativement a I’asymptote est donnée par le signe de :

2 —3x+2 —4r + 4

0@ =J@) = (me+h) = 5= ~ O et =53

On résume la situation dans le tableau de signes suivant.

| v | [ 2] |1
—4x 44 + + + 0 —
v+ x—2 + 0 — 0 +
—4dx +4
1) = — _
(z) 24 x—2 +
Pos. rel. courbe / asymptote || dessus dessous dessous
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Représentation graphique

/9/23456789

Exemple 2

Soit la fonction g(z) =

Asymptotes verticales
Le zéro du dénominateur étant —1, le domaine de définition de g est D, = R\ {—1}.

L’asymptote verticale possible de g est la droite d’équation x = —1. On a :
—2
: _ : z3—2x—3 E _
*Imoel= In S = e
-2
: I z3—2z-3 of
* xEEHPLg(x) n J:EI—%JF (@+1)2 o0
La droite d’équation x = —1 est une asymptote verticale de la courbe y = g(x).

Asymptotes horizontales

On calcule les limites de g lorsque = tend vers +o00 ou —oo :

I () = i ?—220-3 b

= +o0o
La courbe y = g(x) n’admet pas d’asymptote horizontale vers +o0.

Asymptotes obliques
On tente tout d’abord de calculer la valeur de la pente de ’asymptote oblique :

. g(x) oot —2r -3 a8
m = lim &~ =lim ——— = lim — =1
rz—+oo I r—=+o00 ;1;‘3 -+ 23;‘2 +x r—+o0 ;1;‘3

Puis la valeur de 'ordonnée a l'origine :

3_9r_3 —22% —3x — 3
h = lim (g(x) —mz)= lim T 720 4) = lim ’ °
z—+o0 r—+oo (,’L‘ -+ 1)2 z—+o00 (Jj‘ —+ 1)2
— 92
—  lim 22— 9
r—+o0 ;(,’2
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La courbe y = g(z) admet une asymptote oblique d’équation y = x — 2 vers 0.

Position relative courbe / asymptote

La position du graphe de f relativement a I’asymptote est donnée par le signe de :

3 —2x—3 x—1

d(z) = g(x) — (mx+h) = CEEE —(1-x—2):m

On résume la situation dans le tableau de signes suivant.

-7 —6 —5 —4 —3 —2 —

| v H | 1] 1 |
x—1 — — — 0 +
(z+1)° + 0 + + +
r—1
o) = —— — — 0
(@) (x4 1)2 *
Pos. rel. courbe / asymptote || dessous dessous | coupe | dessus
Représentation graphique
i
|
|
|
|
i x
|

- N

Exemple 3

Soit la fonction h(z) = e

Asymptotes verticales

Comme I n’existe pas pour # = 0, le domaine de définition de h est D), = R\ {0}.
L’asymptote verticale possible de h est la droite d’équation z = 0. On a :

lim & 0o

) -
e lim A(z) = lim ez = e=>0- " = (
z—0~ z—0~
. . 1 lim % et
e lim A(z) = lim ex = et " "= +o00
z—0t z—0t

La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la courbe y = h(x).

Asymptotes horizontales

On calcule les limites de h lorsque x tend vers 400 ou —oo :
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. . 1 lim % 0
lim h(x) = lim ex =er=+=" =¢’ =1
r—Fo00 T—Fo00

La courbe y = f(x) admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 vers +oo.

Asymptotes obliques

Pas d’asymptote oblique car il existe une asymptote horizontale vers +oo.

Position relative courbe / asymptote

La position du graphe de f relativement a I’asymptote est donnée par le signe de :
5(z) = f(@)—(mz+h)=er —(0-z+1) =ex —1

On résume la situation dans le tableau de signes suivant.

| v | | 0| |
5(z) =ex —1 — +

Pos. rel. courbe / asymptote || dessous dessus

Représentation graphique

-7 -6 -5 -4 -3 -2 —1 I 1 2 3 4 5 6 7

Exemple 4

Les droites verticales d’équations x = 7 + k-, pour k entier, sont toutes les asymptotes
de la courbe y = tan(x).

Yy
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
i i i i i i
| | | 1 | | |
| ! ! ! ! !
_ _pT | _ BT T 3 S
3 12 2 12 7 12 7?[ I ? P 2 3?
/ | | | | | | z
| | | | | |
| | | | | |
I I I 1 I I I
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
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Chapitre 3
Dérivées

3.1 Exemples introductifs

3.1.1 Vitesse instantanée

Si on regarde le tachymetre d’une voiture pendant qu’on circule, on peut constater que
I’aiguille ne reste pas en place tres longtemps ; autrement dit la vitesse de la voiture n’est
pas constante. Cette observation du tachymétre nous convainc que la voiture est animée
d’une certaine vitesse a chaque instant, mais comment définir cette vitesse instantanée ?
Pour répondre a cette question, on va examiner I'exemple d'une balle en chute libre et
déterminer sa vitesse 5 secondes apres qu’elle a été lachée d’un point assez haut, par
exemple le sommet de la tour Eiffel.

Galilée a découvert que la distance parcourue par un corps qui tombe librement est
proportionnelle au carré du temps (en faisant abstraction de la résistance de 'air). Si s(t)
désigne la distance de chute apres t secondes et est mesuré en metres, on a :

s)=2 2492
2
avec g = 9,8 [m/s?]. Il est difficile de déterminer la vitesse apres 5 secondes car il s’agit
d’envisager un seul instant (¢ = 5) et pas un intervalle de temps. On peut néanmoins
approximer cette vitesse par la vitesse moyenne sur un bref intervalle de temps d'un
dixieme de seconde, det =5 at=>5.1:

distance parcourue  s(5+0.1) —s(5)  4,9-5,1>—4,9-5°
temps écoulé 0.1 N 0,1
= 49,49 [m/s]

Umoyenne =

S(to+h)—s(to)
h

Dans le tableau ci-dessous on donne la vitesse moyenne, Umoyenne = , (avec

to = 5) sur des intervalles de temps de plus en plus petit.

Intervalle de temps | Vitesse moyenne ([m/s])
DLtL6 23,9
5<t<51 49, 49
5<t<5,05 49,245
5<t<5,01 49,049
5<t<5,001 49,0049
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On constate que la vitesse moyenne s’approche de 49 [m/s] lorsque 'intervalle de temps
diminue.

On définit alors la vitesse instantanée en ty, v(tg) comme la valeur limite des vitesses
moyennes sur des périodes de plus en plus courtes a partir de tg :

o s(to+h)—s(te) . g 2th+h* g B
WS Tl Ty B =

3.1.2 Tangente

Le mot tangente vient du latin tangens, qui signifie "toucher”. Une tangente a une courbe
est alors une droite qui touche la courbe. En d’autres mots, une droite tangente devrait
avoir la méme direction que la courbe au point de contact.

On a représenté ci-dessous le graphe d’une fonction f au voisinage d’un point zy. On
pourra écrire ’équation de la tangente, ¢, a la courbe d’équation y = f(x) au point
Mo (zo; f(z0)) dés qu’on aura déterminé sa pente m. Or, on ne connait qu'un seul point
de t et il en faudrait deux pour pouvoir calculer sa pente. On peut obtenir une valeur
approchée de m en choisissant un point voisin M (z; f(x)) sur la courbe et en calculant
la pente my.. de la sécante passant par les points My et M :

_ J() = flxo)

sec —
r — XTg

On fait ensuite glisser le point M le long de la courbe en direction de M, en faisant
tendre x vers xy. La sécante (MyM) pivote autour de M; et tend vers une droite limite
qui correspond a la tangente a la courbe en M.

La pente m de cette tangente est alors définie comme la limite des pentes des sécantes :

flz) = f(wo)

m = lim

T—rxQ €Tr — "L’O

Cette limite se notera f'(xg).

page 20



Mathématiques, MAP 2°Me année 3. Dérivées

3.2 Définitions et propriétés

3.2.1 Nombre dérivé

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x.

Définition 3.1
(zo+h)—f(x0)

La fonction f est dérivable en g si lim £ .
h—0

existe dans R.

Ce nombre réel, noté f'(xg), est appelé le nombre dérivé de f en z( (ou la dérivée de
fen xg) :

/() = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h

En posant h = x — g = Az et f(x) — f(zg) = Af, on obtient la définition équivalente

suivante : o) — o) Af
/ — iy N T Xo) 2T
flao) = i = — A Ay

(zo+h)—f(xo)
h

Le quotient ! s’appelle le taux de variation de f entre zy et g + h.

Sa limite f’(xq) lorsque h tend vers 0 s’appelle le taux instantané de variation de f
en Io.

Remarque

Attention! Az ne signifie pas A - x. Cela signifie "un petit accroissement de z”. On ne
peut pas séparer le A du .

Interprétation géométrique

L’interprétation géométrique du nombre dérivé est évidente par rapport aux illustrations
données au début de ce chapitre.

f'(xg) est la pente de la tangente a la courbe d’équation y = f(z), représentant la fonction
f, au point x;.

L’équation de la tangente ¢ au point (xo; f(x¢)) peut s’écrire

t o y=f'(xo)(x —w0) + f(0)

On peut utiliser la définition donnée ci-dessus pour calculer le nombre dérivé d’une fonc-
tion f en un point xg.

Exemples

1) Soit la fonction f(x) = z* et xo € R. On a alors :

2 .2 _ '
f'(rg) = Ilim S R T (z = 20) - (x + 7o) = lim z + 29 = 270
T—x0 L — ,I‘O T—T0 xr — 1‘0 T—T0

Si xy = 3, on obtient, par exemple, f'(3) =2-3 =6.
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2) Soit la fonction f(z) = \/x et zop € RY. On a alors :

-/ — 1
f(zo) = limM = lim — lim ————
zoz0 T — X vz (x — o) - (VX +1/To) =30/ T + \/To
1

2. \/To

3.2.2 Nombre dérivé a gauche (a droite)
La notion de limite a gauche (respectivement a droite) permet de définir le nombre dérivé

a gauche (respectivement a droite) d’une fonction en un point.

Définition 3.2
Le nombre dérivé a gauche d’'une fonction f en x( est défini par :

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0— h

(si cette limite existe).
Le nombre dérivé a droite d'une fonction f en xy est défini par :

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0t h

(si cette limite existe).

La fonction f est dérivable en z si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite
existent et ont la méme valeur (en raison des propriétés des limites).

3.2.3 Continuité et dérivabilité

Théoreme 3.1
Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a.

Démonstration. On suppose que la fonction f est dérivable en a et donc que f'(a) =
lim f(@)—f(a)
x—a T
lim f(z) = f(a) (la fonction est bien définie sur un voisinage de a car la fonction est
r—a

existe dans R. Pour démontrer que f est continue en a, il faut prouver que

dérivable en a).

Pour tout élément x # a, on peut écrire :
(z—a)

On obtient alors, en utilisant les propriétés des limites, que

0=t ()

Tr—a

= lim f(a) + lim J) = /) lim(z — a)

z—a T—a r—a T—a

= [fla)+ f(a)-0= f(a)

Tr—ra Tr—a

lim f(z) = lim (f(a) +
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Remarque

Attention! La réciproque de ce théoreme est fausse : une fonction continue en a n’est
pas forcément dérivable en a.

Par exemple, la fonction valeur absolue, f(z) = |z|, est continue en tout point de R, mais
elle n’est pas dérivable en a = 0.

Yy
Le nombre dérivé a gauche est donné par :
4
0+h)— f(0 h|—0 —h 3
h—0 h—0 h—0 L = |J]‘
Tandis que le nombre dérivé a droite est donné par : —4-s-2-1 | 1 2 3 4 o
Lo
. f(0+h) = f(0) _|h| =0 _h Ls
1 = lim —— = lim - =1
B0t h oot R Koot B T
Ainsi, la limite }llin(l) MLhHO‘ n’existe pas et la fonction valeur absolue n’est pas dérivable
—

en a = 0.

3.2.4 Point anguleux, point a tangente verticale, point de re-
broussement

Définition 3.3
Le graphe d’une fonction f admet un point anguleux (a; f(a)) si f est continue en a et

si lim f'(z) # lim f'(z).
z—at T—a~
Le graphe d’une fonction f admet une tangente verticale au point (a; f(a)) si f est

continue en a et si lim |f/'(z)] = 400.
Tr—a

Ce point est un point de rebroussement si de plus lim f’(x) n’existe pas.
T—a

Yy ) Yy
\ ~ ~
|
' T ' x L T
a a a
point anguleux tangente verticale tangente verticale
pas de point de rebroussement point de rebroussement

3.2.5 Fonction dérivée

Définition 3.4
Une fonction f est dérivable sur une partie A de R si elle dérivable en tout point de A.
On définit la fonction dérivée f’ par :

fle A - R
z = f(z)
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Tllustration

Soit la fonction

f: R - R
2
T
= — +2
x 4+

dont la représentation graphique est donnée ci-dessous.

Si, en un point (x; f(z)) quelconque, on trace la tangente a la courbe et on détermine la
pente de cette droite, on dispose d'une valeur de la fonction dérivée en ce point.

On peut, par exemple, considérer 1'abscisse a = 2 et dessiner la tangente en P(2;3). La
pente de la tangente en ce point vaut 1. Cette derniere est représentée par la longueur
du segment m (en bleu sur le dessin).

Or, la pente de cette tangente correspond au nombre dérivé en a = 2 : f/(2) = 1. Ceci
nous permet de dessiner le point (2;1) de la représentation graphique de f.

En réitérant cette procédure pour plusieurs points (sur le dessin pour —3 et 4), on obtient
petit a petit la représentation graphique de f’, qui dans notre cas correspond a une droite.
On peut remarquer que la tangente en A(0;2) est horizontale de sorte que la dérivée y
est nulle et que la représentation graphique de f’ coupe I'axe Oz en A’, situé juste sous
A. Pour z < 0, les tangentes ont une pente négative de sorte que la valeur de f’(x) est
négative, tandis que pour x > 0 les tangentes ont une pente positive et les valeurs de
f'(x) correspondantes sont positives.

y = f'(2)

Algébriquement, on pourrait montrer que la fonction dérivée f’ est donnée par (voir la
suite du cours) :

ARSI~
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Notations

Il existe plusieurs notations pour désigner la fonction dérivée (ou, plus simplement, la
dérivée) d’une fonction y = f(x) :

d d d
flo)=y =j=f@)=2 =%

La derniere notation a été introduite par Leibniz. Elle remplace parfois avantageusement
les autres notations, comme nous le verrons dans la suite du cours.

3.2.6 Dérivée d’ordre supérieur

Définition 3.5
On appelle dérivée seconde de f la fonction dérivée de f’, notée f”. On a donc :

() = () (=)

Plus généralement, on appelle dérivée d’ordre n de f la fonction f(™ définie par :

fO@) = (£ V) (@)

Exemple
Soit la fonction f(x) = 2% et vy € R. On a montré a la page 21 que f'(xy) = 2
et donc que la fonction dérivée est donnée par f'(x) = 2.

En utilisant la définition du nombre dérivé en xy appliquée a f', on peut déterminer
la valeur de la dérivée seconde de f en xq :

f'(x) — f'(zo) .2z —2x
-~/ < v — lim ————— = lim
T—T0 T — 2o T—=r0 T — X T—xT0 Tr — X T—x0

La dérivée seconde de f est donc donnée par f"(z) = 2.

3.3 Regles de dérivation et calculs de dérivées

Dans la section précédente, nous avons vu comment interpréter des dérivées comme des
pentes ou de taux de variation et comment estimer les dérivées de fonctions décrites
par leur graphe. Nous avons également calculé, a partir de la définition, les dérivées de
fonctions décrites par leur expression fonctionnelle.

Nous avons pu nous rendre compte a quel point il serait fastidieux de devoir toujours
recourir a cette définition. C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous allons mettre au point
des regles de calcul des dérivées qui évitent ce recours a la définition.

3.3.1 Dérivées de fonctions usuelles

A partir de la définition de la dérivée, on peut construire une table des dérivées de
fonctions usuelles.
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Pour autant que les expressions ci-dessous aient un sens, on a (o € R*, a € RY) :

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
c 0 sin(x) cos(z)
-~ ar®! cos(z) — sin(x)
1
\/E =22 ﬁ (x >0) tan(:z:) @ (= 1+ tan2(z))
In(z) % cot(x) —Wl(l«) (= —1 — cot?(x))
log, () ﬁw) arcsin(z) 1;2
e’ e’ arccos(z) - 11_962
a® a® - In(a) arctan(z) T
|| sgn(z) (z+£0) arccot(x) —

Démonstration. 1l est possible de démontrer ’ensemble des résultats donnés ci-dessus.
Nous ne le réaliserons que partiellement durant le cours et ci-dessous.

1) Soit la fonction f(x) = 2™ avec n € N*. A voir : f'(z) =n - 2" !

Soit g € R. En utilisant la définition du nombre dérivé, on obtient :

n n n—1 n—2 n—2 n—1
1 _ i Ty (x —xo) (" + 2" 2w+ ... aay CFxy )
o) = lim = lim
z—=z0 T — X T—x0 T — Xo
= lim (@ '+ 2" 2ro+ . darl P a2l ) =nap!
T—T0

Et donc : () =n - 2" L.
On pourrait également démontrer (un peut plus difficilement) que (z*)" = ax
a € R

2) Soit la fonction f(z) = sin(x). A voir : f'(z) = cos(x).

a1 avec

Soit zy € R. En utilisant la définition du nombre dérivé, on obtient :

sin(zg + h) — sin(zg) I sin(zg) cos(h) 4 cos(xg) sin(h) — sin(xq)

Fow) = ]lg% h = Al h
= lim {Sm(xo) cos(h) — sin(zo) n cos(o) sin(h)]
h—0 h A
- }llir% {sin(xo) . % + cos(zp) - sin}Eh)}
cos(h) — 1 sin(h)

im sin(zg) - ]llir%
_)

1 li - 1i
lim + lim cos(zg) - lim

h h—0 h

Deux de ces quatre limites sont faciles a calculer. Puisque xy est considéré comme une
constante quand h tend vers 0, on a }llim sin(xg) = sin(zg) et ]llim cos(xg) = cos(xg).
—0 —0
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De plus, on a vu dans le chapitre consacré aux calculs des limites que fllin% % =1et
—
ue lim 0=t — ¢,
1 h—0 h

On peut alors conclure que :
f'(x0) = sin(zg) - 0 + cos(xg) - 1 = cos(zp)
Et donc : (sin(z))" = cos(z)

3.3.2 Opérations élémentaires - dérivées

Proposition 3.2

Si f et g sont deux fonctions dérivables en a et si A € R, alors les fonctions f + g, f — g,
A- fet f-gsont dérivables en a. Si de plus g(a) # 0, la fonction i est dérivable en a.
Les propriétés suivantes sont utiles pour le calcul des dérivées :

(f +9)(a) = [fa)+d(a)

(f —9)(a) = fa)—d'(a)

A-f)(a) = A-f(a)

(f-9)(a) = f'(a)-g(a)+ f(a)-g'(a)

IAY f'(a) - g(a) — f(a) - §'(a)
(9) ) g*(a)
Démonstration. Soit f et g deux fonctions dérivables en a et A € R.

1) A voir: (f 4+ g)(a) = f'(a) + ¢'(a). Par la définition du nombre dérivé en a, on a :
(f(@) +9(@)) = (fla) +g(a) _ . (f(2) = fa)) +(9(z) — g(a))

(f+9)(@ = lm - lim p—
i [0 S@ | o) 9@ )=S0 o) = 0l
-~ @+

2) A voir : (f —g)'(a) = f'(a) — ¢'(a). Par la définition du nombre dérivé en a, on a :
f(z) = g(z)) = (fla) —9(a)) _ . (f(2)~fla)) —(9(z) — g(a))

(f-9f(@ = lim

r—a Tr—a r—a T —a
o [f@ 0@ 9@ —g@)] _ L f@) = f@) (o) gla)
T—a r—a r—a rT—=a T —Q r—a T —a

= f(a) = d'(a)
3) Avoir: (A- f)(a) =X f'(a). Par la définition du nombre dérivé en a, on a :
A-f@) = A fla) oy f@) = fla)

(A-f)(a) = lim P = lim .

r—a T —a
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4) A voir :

a,on a :

(f - 9)'(a) = lim

(f-9)(a) = f(a)-g(a)+ f(a)- ¢ (a). Par la définition du nombre dérivé en

(f(z) - g(x)) = (f(a) - g(a))

r—a

r—a

On peut transformer I'expression dont on calcule la limite :

(f(x) - g(x)) = (f(a) - g(a))

r—a

Finalement, on obtient :

(f-9)(a) =

rT—ra

= lim
Tr—a

Il

lim

_ f®@)-g(x) — fla) g(z) + f(a) - g(z) — fla) - g(a)

_ (@) = fla) -g(=) + f(a) - (9(x) — g(a))
_ (@)= fla) gl)  fla) (9(x) = g(a))

r—a r—a

(f(2) -9(z)) = (f(a) - g(a))

(f(x) = f(a)) - g(2)

r—a

lim f(a) - (g(z) — g(a))

r—a T—a r—a

f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)

Pour poser la derniere égalité (*), on utilise le fait que la fonction g est continue en a
(car dérivable en a) et donc que lim g(x) = g(a), ainsi que les propriétés des limites.
T—a

5) A voir : (g) (a) = f'(a) - g(a) — fla) - g'(a)

nombre dérivé en a, on a :

si g(a 0). Par la définition du
o (st g(a) # 0)

On peut transformer 1'expression dont on calcule la limite :

f iy T p@) - g(@) = £(a) - g(a) + £(a) - gla) = £(a) - g(a)
r—a r—a g(x) - g(a) - (x —a)

N B @) - f@) el f) (o)~ gla)
<g><) M e a ) o) (@ —a) P Seg(a) g(a) (@ —a)
.1 [mHU@»—ﬂ@>gm> I w@»—m@q
92((1) r—a T —a T—a r—a
= [0 P -y 2

Pour poser 'égalité (**), on utilise le fait que la fonction g est continue en a, ainsi que

les propriétés des limites.
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O

On peut utiliser ces propriétés pour calculer les dérivées de fonctions construites a 1'aide
de fonctions usuelles et des opérations élémentaires.

Exemples

1) Soit la fonction f(x) = e® + x3. On peut appliquer les régles données ci-dessus
pour obtenir f' :

f’(:E) = (e"”)’ + (IE3)/ Régle de dérivation : somme de 2 fonctions.
= (em) + (3:E2) Dérivées des fonctions par rapport a x.
= €% + 322 Solution finale (simplifiée au mazimum,).

2) Soit la fonction g(x) = w-tan(x). On peut appliquer les régles données ci-dessus
pour obtenir g’ :

g’(:L’) = - (tan(:z:))’ Regle de dérivation : produit d’un nombre
réel et d’une fonction.
1
= T Dérivée de la fonction par rapport a x.
cos?(x)
7T . . . .
= — Solution finale (simplifiée au mazimum,).
cos?(x)

3) Soit la fonction h(x) = x* - 3*. On peut appliquer les régles données ci-dessus
pour obtenir g' :

h/(l‘) = (1‘2)/ . (330) + (1‘2) . (335), Régle de dérivation : produit de 2 fonctions.
= 203422 (3% - In(3)) Dérivées des fonctions par rapport a x.

= x:3"- (24 -In(3)) Solution finale (simplifiée au mazimum,).

4) Soit la fonction i(x) = tan(z) = zg;((i)) On peut appliquer les régles de dérivation

ci-dessus pour obtenir h' :

Z'(SL’) = (Sin(x))/ . (Cos(x(zc))sz(is)m(x)) : (COS(:E))/ Regle de dérivation : quotient

de deuz fonctions.

cos(z) - cos(z) — sin(x) - (—sin(x)) ‘ ‘
= Dérivées des fonctions
cos?(x)

par rapport 4 x.

cos?(xz) + sin®(z) 1 o
= = Développement, simplifica-
cos?(x) cos?(x)

tion, solution finale.

3.3.3 Composition de fonctions - dérivées

Proposition 3.3
Si f est une fonction dérivable en a et g une fonction dérivable en f(a), alors g o f est
une fonction dérivable en a.
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La propriété suivante est utile pour le calcul des dérivées :

(go f)(a) = (9" f)la)- f'(a)

Démonstration. Soit f une fonction dérivable en a et g une fonction dérivable en f(a).

Par la définition du nombre dérivé en a, on a :

(g0 f)(a) = lim 9(f(z)) —g(f(a))

T—a T —a

On peut transformer I'expression dont on calcule la limite (en supposant que f(z) # f(a)
sur un voisinage I de a, sauf en a, pour ne pas amplifier par 0, ce qui revient a dire que
la fonction f ne soit pas localement constante) :

9(f(x)) = g(f(a)) g9(f(x)) = g(f(a)) [f(z) = f(a)

r—a @) — f(a) r—a

Finalement, on obtient que :

(gof)(a) = lim
= g'(b) f'(a) =g'(f(a)) f'(a) = (g"° f)(a) - f'(a)

Pour poser 'égalité (*), on utilise le fait que la fonction f est continue en a (lim f(x) =
Tr—a

f(a)) et la fonction g en f(a) et on pose f(z) = u (changement de variable, voir propo-
sitions sur les limites de fonctions composées) et f(a) = b.

Remarque : si f(x) = f(a) sur un voisinage I de a, on ne peut pas amplifier par f(z)— f(a)
qui vaut zéro sur cette intervalle. Or, dans ce cas, la fonction f est constante sur [ et
g o f également. Donc, la pente de la tangente en a est nulle pour le graphe de f et
pour le graphe de g o f. Par conséquent, f'(a) = 0 et (go f)(a) = 0, donc la formule,
(gof)(a) = (¢g'of)(a)-f'(a) est également vérifiée dans ce cas, ce qui acheve completement
la démonstration. O

Une méthode de calcul

Soit la fonction f(x) = cos(v/2x), qui peut étre obtenue en composant 3 fonctions élémen-
taires (voir ci-dessous). On présente ici une méthode qui permet de calculer sa dérivée,
f'(x), et plus généralement la dérivée de toute fonction composée.

Les étapes de cette méthode sont les suivantes :

1. On décompose la fonction en une composition de fonctions simples, dont on connait
la dérivée. Pour faire ceci, il suffit, en général, de penser a la maniere dont vous
calculeriez I'image d’un point sur votre machine. On écrit cette décomposition sur la
premiere ligne du schéma de calculs proposé ci-dessous.

f(x): =z A PR V2 > cos(v2x)

h(y»)—_f/y VY — cos(\/Y)
z cos(z2)
3 S
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2. On pose y = 2z et on écrit la deuxieme ligne. Celle-ci est simplement la composée
des fonctions mais en partant de la ”deuxieme étape” : comme si la valeur de 2z était
connue. Cette opération doit étre effectuée jusqu’a obtenir une ligne avec une seule
fonction.

3. On calcule alors la dérivée de la premiere fonction de chaque ligne (en couleur sur
le schéma). Ceci revient a calculer les dérivées de g(x) (par rapport a z), h(y) (par
rapport a y) et i(z) (par rapport a z). Ces dérivées sont écrites sur la derniére ligne
du schéma.

4. 11 suffit alors de les multiplier pour obtenir f’(z). On a dans notre cas :

1
2.~ .
2y

5. On doit encore réaliser une derniere étape : donner la dérivée par rapport a x. Il faut
pour cela remplacer y et z dans f'(x) par I'expression en x qui se trouve sur la premiere
ligne a la verticale de la variable. On obtient :

fi(z) = (=sin(2)).

1
Nors

En simplifiant un peu I’écriture, on a finalement :

— sin(v/2)

6. Le petit schéma fléché devrait étre une aide pour les personnes qui débutent dans le
calcul de la dérivée d’une fonction composée. Avec le temps, on devrait pouvoir s’en
passer.

flx)=2- (—sin(v/2z))

f'(x) =

Exemples

1) Soit la fonction f(x) = e™@) . On peut appliquer la méthode décrite ci-dessus
pour obtenir f'. On commence par écrire f comme la composée de deux fonctions
simples qu’on dérive ensuite :

f(z): x ‘(/<w):r—>sm<w) sin(z) = @

Y h(y):ey e¥
1 \J
cos(x) . ev

La dérivée de f est alors déterminée en réalisant le produit des éléments de la
derniere ligne et en remplacant y par l’expression en x correspondante.

f/($) = cos(x) - e¥ = cos(zx) - oSin(@)
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2) Soit la fonction f(z) = In(sin(4x)). En appliquant la méthode décrite ci-dessus,
on peut poser que :

g(x)=4x

flz): = 7 4z > sin (4x) > In(sin(4z))
Y My ) sin(y) — In(sin(y))
z In(z)
\ \
4 - cos(y)

La dérivée de f est alors donnée par :

f'(x) =4 - cos(y) - 1o 4 - cos(4x) - —

. Sn(17) = 4 cot(4x)

3.3.4 Fonctions réciproques - dérivées

Proposition 3.4
Soit une fonction f bijective et continue sur un intervalle ouvert contenant a. Si f est
dérivable en a et si f'(a) # 0, alors "f(z) est dérivable en b = f(a).

La propriété suivante est utile pour le calcul des dérivées :

rey/ _ 1

IO = oo
e\ a — 1
D) = 7

Démonstration. Soit I un intervalle ouvert contenant a et une fonction f : I — J bi-
jective et continue. Il existe alors une fonction réciproque de f, 'f : J — I, continue sur
I'intervalle J.

Considérons le point b € J tel que f(a) = b. Comme "f est continue, on a :

a="f(b) = limf(y)

y—b

Ainsi, en remarquant que, pour tout élément y # b de J,

T)=f0) )=l 1
y—b T~ A(7®) i
on obtient que ) )
e v fy)="f(0) 1 .
() (b) = gg}) y—b " lim f(x;:fl”(a) ~ f'(a)

par les propriétés des limites et en posant z =" f(y).

On peut également comprendre cette propriété (la démonstration est alors moins précise
que celle donnée ci-dessus) en remarquant que pour tout x de l'intervalle I 'égalité
suivante est vraie :
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On dérive alors les deux membres de cette équation par rapport a x en utilisant les regles
de dérivation des fonctions composées (méthode de la dérivation implicite) :

() (fz) - f(x) =1

ou

(1Y) =

Pour z = a, on obtient bien que "f’(f(a)) = ﬁ O

Remarque

La plupart des fonctions que nous avons rencontrées jusqu’ici admettent une description
ou l'une des variables est exprimée explicitement par rapport a l'autre variable, par
exemple y = Va3 + 1 (ou de fagon générale y = f(z)). Certaines fonctions, par contre,
sont définies implicitement par une relation qui lie z et y, comme par exemple 22 +1% = 25.

On peut utiliser la méthode de la dérivation implicite pour calculer la dérivée 3’ en
un point P(xg;yo) donné (et déterminer ainsi, par exemple, la pente de la tangente a la
courbe, définie par ’équation qui lie = et y, au point P). Elle consiste a dériver les deux
membres de I’équation par rapport a x (exemple : 2z + 2y -y’ = 0) et a résoudre ensuite

I'équation qui en résulte par rapport a y' (ezemple : y' = —g)
Exemple
1) La fonction réciproque de la fonction sinus, sin : [=3:5] — [=1;1], est la

fonction arcsinus définie par la relation
y = arcsin(z) <= sin(y) ==z

pour —5 <Y <

vl

Comme sin’(y) = cos(y), on a, en utilisant la propriété démontrée ci-dessus, :

1 1 1
arcsin’(z) = - . = : —
(z) sin’(arcsin(z))  cos(aresin(z)) /1 — sin®(arcsin(z))
V1—a?
comme cos(y) = /1 —sin®*(y) pour —% <y < 3.

2) La fonction réciproque de la fonction tangente, tan :| —5; Z[— R, est la fonction
arctangente définie par la relation

y = arctan(z) <= tan(y) ==z

s s
pour =3 <y < 7.

Comme tan’(y) = 1+ tan®(y), on a, en utilisant la propriété démontrée ci-
dessus, :

1 1 !
tan'(z) = - -
arctan’(z) tan’(arctan(r)) 1+ tan®(arctan(z)) 1+ 22
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3.4 Exercices

1) A T'aide de la représentation graphique de la fonction f donnée ci-dessous, indiquer

les valeurs approximatives de x pour lesquelles :

a) f(x)=0 b) fi(x)=0

Y

O fla)=1 d) fle)=—4 fla)=-

N[

2) Calculer les dérivées des fonctions suivantes. Simplifier le résultat au maximum.

a) f(x)=-3x+5
¢) f(z) = cos(z) + sin(x)
e) f(z)=(r+5)(x—-3)

8) f(x) = sin(x) - cos(x)

5

) ) =
24 3x-5
k) f(x):;j:c;r—szl

b) f(z)=22"+22+6
d) f(z)=tan(z) —x
f) f(xr)= (32> +5)(a* — 1)

h) f(z)=¢€""-cos(x)

2 —x+5

i) f(l’):m

sin(x)

b ) = 1 + cos(z)

n) f(r) = e

p) f(x) = In(sin(4z))
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3) Calculer les dérivées des fonctions suivantes. Simplifier le résultat au maximum.

a) f(r)=4a® -5z —4 b) f(z)=4a* — 52 + 3z
r+4 7

Q) @)=t B fla) =

e) f(z)= x‘:;l f) flz)=(2*—=1)-(2*+ 22 +1)

B S =@ ) s -0 W) ) =

i) fz) =Bz +1)* i) fl@) = (62— 1)°
oz 2z —1)°

m) f(z)=+v2x+1 n) f(xr)=va2+5sbr—1

o) f(z)=Va2+6xr+3 p) flz) = § _3332)2

Q) f@) =z V=2 ) 0= (1)

) f0) =ty 0 ) =/1+vE

x—1 5 1
W) fl@) =4/ v) [(w) = V3r+ Yo+~
W) f(z) = sin®(z) - cos(z) N J0) = 5o

4) Calculer les dérivées des fonctions suivantes. Simplifier le résultat au maximum.

a) f(x) =z sin(z) + cos(zx) b) f(z) = In(3x)
c) f(z) =In(In(z)) d) flx) = In(e?)
1 + sin(x)

&) f(z) = /T tan(a) 0 (o) =1n < E Sm@)
g) f(z) = sin(In(z)) h) f(z) =1 <1 J_r i)
) @)= In(e? +2) ) fla) =7

x et —1
k) f(x):i))-e‘/_ 1) f(x)_ex_i_l
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m) f(@) = (1= %) n) flz) =

o) f(z)= arctan(2 — z) p) f(z) =2a"
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3.5 Solutions des exercices

¢) f'(z) = cos(x) — sin(x)
g) f'(x) =2cos’(x) — 1

] , __76
) 1) = o

oo —Tx? 4220 — 2
k) f(x) = o 1)
m ) = — sin(x)
) F@) 24/ cos(x)
0) fl(x) = <2ff/>5 - sin(y/7)
3) a) f(x)=8x—5
b 13
c) f'() ~@ o5
o) flm) ="

b) f(z) =2 (32" +1)
d) f'(z) = tan®(z)
f) f'(x) =4z (32" +1)

h) f'(z) =€” - (cos(x) — sin(x))

2?8219 R

) fl(x)= (22 — 2z + 1)2 = @

1

) fz) = Tp—o

n) f'(x) = cos(z) - esin(z)

p) [f'(x) = 4cot(4x)

b) fl(z) = 162% — 10z + 3

G

f) f(x)=2-(x+1)* 2z —1)

_33:.2

MW= G

i) fl(x) =18 (6 —1)?

/ . 2r+ 5
R N
122

—1)3



Mathématiques, MAP 2°Me année 3. Dérivées
N , « bat
/ _ 1 ,l‘ — 1
) 0 = ) S = e
o 1 O ) — V3 11
u)f(x)—(erl)- 72 —1 ) F@) 2-Vxr  3.Vx2 2
'(z) = sin®(z) - (4 - cos*(x) — x) fl(z) = L+ sin’(z)
W) ) =) (4cola) =) ) [ = I
4 ) fl2) =2 cos(a) b) fir) =1
) 1) = i Q) i) =1
o) Flz) — 2 + tan?(z) ) — 1
) f(z) 2 ot tan(e) ) fi(z) con()
0 () = ) ) F) = oy
i) f’(fﬂ):% i) fa) =77 () - (22 + 2)
/ _ 3- eﬁ , . 2-e”
9 =5 ) 1) =
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Chapitre 4

Applications des dérivées

4.1 Dérivées et tangentes a des courbes
Comme nous 'avons défini au paragraphe 3.1.2, une tangente a une courbe est une droite
qui touche la courbe en exactement un point.

Si on considere la courbe d’équation y = f(x), représentant une fonction réelle f, la
tangente a cette courbe au point T'(a; f(a)) est la droite qui passe par (a; f(a)) et dont
la pente est égale a f’(a), le nombre dérivé de f en a (voir paragraphes 3.1.2 et 3.2.1).

Nous allons présenter ci-dessous deux méthodes de calcul de ’équation de la tangente a
une courbe d’équation y = f(x) dans le cas ou le point de tangence est connu et celui ou
il est a déterminer.

Rappel

1. L’équation d’une droite de pente m est de la forme :
y=mzx+h

ol h est I'ordonnée a l'origine.

2. L’équation d’une droite de pente m et passant par le point A(zo; yo) est de de la forme :

?/—yo:m'(ff—%)

4.1.1 Calcul de la tangente avec point de tangence connu

Si le point de tangence T'(a; f(a)) est donné, le probleme est "simple” a résoudre.

Marche a suivre pour déterminer I’équation de la tangente a la courbe y = f(x) au point
T:

1. Calculer m = f’(a), la pente de la tangente.

2. Introduire les coordonnées du point de tangence (a; f(a)) dans 1’équation de
la tangente : y — f(a) =m - (x — a).

3. Transformer I’équation de la tangente pour obtenir une équation de la forme
y=mx + h.
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Exemple

Soient la fonction f(x) = v/2x et le point T'(2;2). Donner l’équation de la tangente
t a la courbe y = f(x) passant par le point T .

Le point T appartient a la courbe (f(2) = v2-2 = 2). T est bien le point de
tangence. On peut donc suivre la méthode proposée ci-dessus.

L F@ =g 2= — =}
2.y—2=5-(x—2)
3. t:y:%-x+1

[\

[N

4.1.2 Calcul de la tangente avec point de tangence inconnu

Si le point de tangence n’est pas donné, le probleme est un peu plus compliqué.

Marche & suivre pour déterminer I’équation de la tangente a la courbe y = f(z) passant
par le point A(zo;yo) (n’appartenant pas a cette courbe) :

1. Calculer f'(z).

2. Poser T'(zr; f(x7)) pour le point de tangence et y — f(xr) = f'(x7) - (x — x7)
pour 'équation de la tangente.

3. Calculer zp a partir de I'équation yo — f(zr) = f'(x7) - (o — z7) (équation
obtenue en remplacant = et y par la coordonnées de A, un point connu de la
tangente).

4. Calculer yr = f(xzr) et m = f'(zr).

5. Introduire les coordonnées du point de tangence (zr;yr) dans I’équation de la
tangente : y — yr = m - (r — 7).

6. Transformer I’équation de la tangente pour obtenir une équation de la forme
y=mz + h.

Exemple

Soient la fonction f(x) = %3 et le point A(1; —3). Donner l’équation de la tangente
t a la courbe y = f(x) passant par le point A.

Comme le point A n’appartient pas a la courbe (f(1) = L %), on peut utiliser la

9
méthode proposée ci-dessus.
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$2 $2
L ofi(a) =22 =2

2. T(xr; far)) et t 1y — f(ar) = f'(2r) - (x — 27)

3
3. Equation a résoudre : —3 — %T = - - (1 — 27). En développant, on obtient

I’équation 2x3, — 3x2 — 27 = 0. Par tatonnement, on trouve xp = 3.
4. yT:f(S):%f’::% etm:f’(?)):%:?),
5. y—3=3-(r—3).
0. y=3z — 6.

4.1.3 Angle entre deux courbes
Définition 4.1
Soient deux fonctions f et g telles que f(a) = g(a).

L’angle entre les deux courbes d’équations y = f(x) et y = g(x) en leur point
d’intersection I d’abscisse a est ’angle aigu entre les droites tangentes aux deux courbes
au point I.

Rappel

L’angle aigu a entre deux droites d et d’ non verticales de pentes respectives m et m’
vérifie I’équation :

m' —m
tan(a) = |———
1+m' -m
Exemple
Soient les fonctions f(x) = x* et g(x) = 23 et un point d’intersection de leurs

représentations graphiques I(1;1). Pour déterminer l'angle entre les deuz courbes
au point I, il faut tout d’abord déterminer les pentes des droites tangentes aux deux
courbes :

1. fi(z) =2 —m=f'(1)=2
2. ¢(x) =322 —m/ =¢'(1) =3
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On calcule ensuite l'angle aigu o en utilisant la relation donnée ci-dessus :

1+3.2| 7

3—2 1
tan(a):‘ ‘:7

et la fonction réciproque de la fonction tangente : o = arctan (%) = 8.13°.

4.2 Théoremes relatifs aux fonctions dérivées

Nous présentons, dans ce chapitre, quatre théoremes fondamentaux relatifs aux fonctions
dérivées qui seront utiles soit pour décrire I'allure de la représentation graphique d’une
fonction dérivable f, soit pour calculer certaines limites.

Avant de passer a ’étude de ces théoremes, il est utile de rappeler deux résultats ren-
contrés dans la partie du cours concernant les fonctions continues.

Rappel : théorémes sur les fonctions continues

Théoreme 4.1
Soit f une fonction continue sur un ensemble D.

L’image par f d’un intervalle fermé borné I = [a;b] C D est un intervalle fermé borné
[m; M], ot m et M sont les bornes inférieure et supérieure de f sur I.

Théoreme 4.2
Soit f une fonction continue sur I = [a;b]. Quel que soit v, v € [m; M] (image de [a; b)),
il existe au moins un ¢, ¢ € [a;b], tel que f(c) =~.

4.2.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 4.3 (Théoreme de Rolle)
Si f est une fonction continue sur Uintervalle [a;b], dérivable sur l'intervalle Ja; b[ et si
f(a) = f(b), alors il existe au moins un nombre ¢ dans I'intervalle ]a; b[ tel que

f'(e)=0

Tllustration

Autrement dit, entre les points A et B de méme ordonnée, il existe au moins un point a
tangente horizontale.
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Démonstration. Soient un intervalle [a;b] et f une fonction vérifiant les hypotheses du
théoreme.

Puisque la fonction f est continue sur [a;b], elle admet une borne inférieure m et une
borne supérieure M sur [a; b]. Deux cas sont alors possibles :

a. M = m. Dans ce cas, f est une fonction constante. On a donc f’(x) = 0 pour tout
x €|a;bl.

b. M > m. Dans ce cas, f prend sur [a;b] des valeurs différentes de f(a) = f(b). Pour
fixer les idées, on suppose que f prend des valeurs supérieures a f(a) = f(b) (sans perte
de généralité). Comme f est continue sur [a; b, elle possede une borne supérieure M.
De plus, il existe ¢ €]a; b tel que f(c) = M (comme M # f(a) = f(b); voir théoréemes
ci-dessus).
Comme M est une borne supérieure, f(c+ h) — f(c) < 0 pour h positif ou négatif. 11
en résulte que si

o h>0: L@ g
e h<0: fleth)—f(c) >0

h
Ainsi, comme f est une fonction dérivable en ¢, on obtient le résultat suivant en

considérant les nombres dérivés a gauche et a droite :

oy g Jeth) = fle) o fleth)—fle) . fleth) - fle)
fie) = fim h —@15517 h J_@ligh h J_O
0 <0
U

4.2.2 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 4.4 (Théoreme des accroissements finis (ou de Lagrange))
Si f est une fonction continue sur U'intervalle [a; b] et dérivable sur I'intervalle ]a; b[, alors
il existe au moins un nombre ¢ dans I'intervalle ]a; b[ tel que

f(b) = f(a)
b—a

f'(e) =

Tllustration
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La pente de la sécante [AB] est égale a miap = fO)=f(a) ) f (@) , ce qui est la méme expression
que celle du membre de droite de 1'équation Cl—deSSllS Comme f'(c) est la pente de la
tangente au point (c; f(c)), le théoreme des accroissements finis affirme qu’il existe au
moins un point P(c; f(c)) sur la courbe en lequel la tangente présente la méme pente que
celle de la sécante [AB].

Démonstration. Soient un intervalle [a;b] et f une fonction vérifiant les hypotheses du
théoreme.

On définit une nouvelle fonction g (voir ci-dessous pour l'interprétation géométrique) :

o(@) = F@) — | fla) + TOZD )

La dérivée de g est donnée par :

f(b) = f(a)

g(@) = flla) - =

Cette fonction vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle :

— g est continue sur [a; b] car f et h, définie par h(x) = f(a)+ % - (x —a) (fonction
polynome), sont continues sur [a; b],

— g est dérivable sur |a;b[ car f et h sont dérivables sur ]a; b],

— g(a) = g(b) = 0 par calcul ou par l'interprétation géométrique.

Ainsi, par le théoreme de Rolle appliqué a la fonction g, il existe au moins un ¢ €|a; b]

tel que ¢'(¢) = f'(¢) — W = 0. En transformant cette égalité, on obtient le résultat

du théoreme : f'(c) = W O

Remarques

. . b)—f(a
1. Comment comprendre la fonction auxiliaire g(z) = f(x)— | f(a) + % (z—a)|?

En fait, y = f(a)+ w - (x — a) est équation de la sécante [AB]. Par conséquent,
pour chaque valeur de x, g(z) est égale a la différence des ordonnées de la courbe
y = f(z) et de la sécante [AB] pour les points de méme abscisse x.

2. En général les valeurs de ¢ sont bien déterminées mais inconnues. Le théoreme des
accroissements finis, comme le théoreme de Rolle, affirme 'existence d’un ¢ au moins,
sans qu’il soit possible de le calculer toujours effectivement.

3. Autres formulations du théoréeme des accroissements finis :
a. f(b)=f(a)+(b—a)- f'(c)aveca<c<b
b. Sib=xg+het a=wxy f(xg+h)= f(zo) +h-f(xro+6-h)avec <6 <1

4.2.3 Théoreme de Cauchy

Théoréme 4.5 (Théoreme de Cauchy)

Si f et g sont deux fonctions continues sur U'intervalle [a;b], dérivables sur I'intervalle
la; 0], si g(a) # g(b) et si ¢’(x) # 0 pour tout x €]a; b], alors il existe au moins un nombre
c dans I'intervalle |a; b| tel que
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Démonstration. La démonstration est analogue a celle du théoreme des accroissements
finis. On définit une nouvelle fonction

- (9(x) = g(a))

qui vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle (& montrer). Il existe donc au moins un
c €la; b tel que ¢’'(c) = 0.

b)—f(a : b)—f(a "(c
Or, comme ¢'(z) = f'(x) — ];Eb;_:;((a)) - ¢'(x), on obtient que ;Eb;—g((a)) = 5,8. O

Remarque

Le théoreme de Cauchy ne peut pas étre démontré en appliquant le théoreme des accrois-
sements finis & f(x) et g(z). En effet, on arriverait a

— il existe ¢; €]a; [ tel que f'(c1) = f(bz)y:g(a) et
_ sgle)

, mais en général ¢ # cs.

— il existe ¢y €]a; b] tel que ¢'(ca)

f(e) _ f(b)—f(a)
g'(c2) g(b)—g(a)

Ainsi :

4.2.4 Regle de I’'Hospital

La regle de I’'Hospital permet de remplacer une limite par une autre qui peut étre plus
simple a calculer.

Théoréme 4.6 (Regle de I'Hospital)
Soient f et g deux fonctions telles que :

a) lim f(z) = lim g(z) = 0;

b) il existe un voisinage V' de a tel que f et g sont dérivables dans V' \ {a};
¢) g et ¢’ ne s’annulent pas dans V' \ {a};

d) lim 5(;) = L existe.

z—va (%)

Alors :

/(=)

@ @
M g@) ~ 1 gla)

Démonstration. Soient un nombre réel a, un voisinage V' de a et deux fonctions f et g
qui vérifient les hypotheses de la regle de I’'Hospital.

Il est possible de démontrer la regle de I'Hospital avec ces hypotheses, mais ce travail est
assez complexe et fait appel a des mathématiques ”fines”. Nous allons supposer ici, en
plus, que f(a) = g(a) = 0 et par conséquent que les fonctions f et g sont continues en a
(voir hypothese a)).

— Choisissons un nombre z arbitraire dans V' tel que x > a. f et g sont donc continues sur
la; z], dérivables sur |a; [ et g et ¢’ ne s’annulent pas sur |a; z[. Alors, par le théoréeme
de Cauchy, on sait qu’on peut associer a  un nombre réel ¢(x), avec a < ¢(z) < x, tel
que :
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Ceci implique que, en utilisant les propriétés des limites! et le fait que lim c(z) = a,

z—at
x "(c(x "t
TGN . C7) ST U
e—at g(x)  z=at ¢'(c(x))  t=at ¢'(t)
— Choisissons maintenant un nombre x arbitraire dans V' tel que x < a. Par le méme
raisonnement que ci-dessus, on peut montrer que

fm L@ _ g L@) SO

esa- g(2)  woam ¢c(x))  toam g/(t)
Comme les limites a gauche et a droite sont les mémes et existent par hypothese sur

lim £ on obtient finalement que lim o) — O
m%a ( ) T—a g(x)
Remarques

1. La regle de I'Hospital est aussi valable si lim f(x) = +oo et limg(x) = +oo. En
Tr—a Tr—a

d’autres mots, la regle de I’Hospital peut étre utilisée si on est dans le cas d’une forme
indéterminée 8 ou 2.

2. La regle de I’'Hospital est aussi valable pour des limites unilateres ou pour des limites
vers plus I'infini ou moins 'infini ; autrement dit, ”x — a” peut étre remplacé par I'un

ou lautre des symboles x — a*, z — a~,  — +00, T — —00.

Utilisation de la régle de I'Hospital

La regle de I’'Hospital s’utilise en trois étapes :

1. Vérifier que lim 2% a une forme indéterminée (2 ou 2). Si ce n'est pas le
g(z) 0 0

cas, on ne peut pas utiliser le regle de I’'Hospital.
2. Dériver f(z) et g(x) séparément.

3. Calculer lim £ :(x).
g'(z)

Exemples
sin(2z) '

1. Calculer lim
x—0

Puisque hm s1n(23:) =0cet hn%a: =0, on a bien une forme indéterminée.

La regle de I’Hospital peut s’appliquer :

sin(2z) Hosp lim 2 - cos(2x)

lim =2
z—0 T z—0 1
2. Calculer lim %
z—0 %
Ici, nous avons lime® = 1 et lima? = 0. lim & n'a donc pas un forme

z—0 z—0 z—0 %
indéterminée. Ce quotient tend vers +00.

St on avait appliqué a tort la regle de I’Hospital, on aurait obtenu :

. e’ Hosp e’ 1
lim — = lim — lim — = —
z—0 I xz—0 21 z—0 2 2

1. Rappel limites : Si lim f(z) = L et si de plus f(z) # L sur un intervalle ouvert contenant a,
Tr—a

sauf éventuellement en a, alors lim g(f(z)) = lim g(¢)
T—a t—L
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.T2—|—2.T—3Hosp. 2x + 2
—— =" lim =

3. Ona: iLIT{ 1 lim — 4
1 0s -
4. On a : limzIn(z) = lim n(lx) 2P im —==lim -2 =0
x—0 x—0 p x—0 -2 z—0

4.3 Que dit ' a propos de [ 7

La plupart des applications liées aux dérivées dépendent de notre aptitude a déduire les
caractéristiques d’une fonction f des informations relatives a sa dérivée f’. Parce que
f'(x) représente la pente de la tangente a la courbe y = f(z) au point (z; f(x)), elle
renseigne, en chaque point, sur la direction selon laquelle la courbe se prolonge. Il est
donc normal de s’attendre a ce que I'information sur f’(x) fournisse de I'information sur

().

4.3.1 Croissance et décroissance

Plus particulierement, la dérivée de f va nous permettre de déterminer les régions de
croissance et de décroissance de f (le caractere croissant ou décroissant des fonctions a
été défini dans le cours de premiére année).

Proposition 4.7 (Croissance et décroissance)
Soit I un intervalle ouvert et f une fonction dérivable sur 1.

a) f est strictement croissante sur I si et seulement si f/'(x) > 0 pour tout = € I
b) f est strictement décroissante sur [ si et seulement si f'(z) < 0 pour tout = € [ ;

c) f est constante sur I si et seulement si f'(x) = 0 pour tout = € I.

Tllustration
Y Y
fi(x) >0 fi(x) <0
T T
Fonction strictement croissante Fonction strictement décroissante

Démonstration. Soit I un intervalle ouvert et f une fonction dérivable sur [.

Sens =

a) Si f est strictement croissante sur [ : soient xy € [ et un nombre réel h > 0
(sans perte de généralité) tels que zo + h € I. Comme f est une fonction strictement
croissante, on a que f(zo+ h) > f(zo) ou f(zo+ h) — f(xg) > 0 et par conséquent,
comme f est une fonction dérivable en xy, on obtient que :

f(xo) = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0t h

>0

page 47



Mathématiques, MAP 2°Me année 4. Applications des dérivées

car on calcule la limite du quotient de deux nombres positifs.

b) Si f est strictement décroissante sur [ : soient oy € [ et un nombre réel h > 0
(sans perte de généralité) tels que xg + h € I. Comme f est une fonction strictement
décroissante, on a que f(xo+ h) < f(zo) ou f(xg+ h) — f(zo) < 0 et par conséquent

on obtient que :
. flzo+h) = f(=o)
/ _
J'{wo) = hhjél+ h

<0

car on calcule la limite du quotient d’un nombre négatif sur un nombre positif.

c) Si f est constante sur [ : la fonction f est de la forme f(z) = ¢ avec ¢ € R sur 1.
Or, a 'aide des regles de dérivation, on obtient que f’(z) = 0 pour tout x € I.

Sens <

Soient x; et x5 deux nombres de l'intervalle I tels que 1 < x5. Comme f est une fonction

dérivable sur l'intervalle ouvert I, elle est continue sur [zy;xs] et dérivable sur |zi;zs].

Par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €|xy; xa[ tel que f(z2) — f(x1) =

f'(¢) - (zg — x1). Comme x9 — 21 > 0, on a que :

a) Si f/(z) > 0 pour tout = € I : f'(c) est strictement positif et ainsi f(za) — f(x1) >
0 (égal au produit des deux nombres positifs). La fonction f est donc strictement
croissante sur /.

b) Si f'(z) < 0 pour tout x € I : f'(c) est strictement négatif et ainsi f(xq)— f(z1) <0
(égal au produit d’un nombre négatif et d’'un nombre positif). La fonction f est donc
strictement décroissante sur /.

c) Si f'(z) =0 pour tout x € I : f'(c) est nulle et ainsi f(xg) — f(x1) = 0 (égal au
produit de 0 et d’'un nombre positif). La fonction f est donc constante sur [.

O

On peut maintenant énoncer un résultat important pour la suite du cours découlant de
cette proposition.

Proposition 4.8
Deux fonctions f et g qui ont des dérivées égales sur un intervalle [ différent d’une
constante sur [ ou

f(x)=¢(x) Veel < f(x)=g(x)+C Vzel, avec C €R

Démonstration. Soient un intervalle I et deux fonctions f et g. On a les équivalences
suivantes :

fllx)=¢(x) Veel & fl(z)—¢'(x)=0 Vaeel
& [f@)—g@)] =0 Vrel
& f(z)—g(x)=C Vxel (f—gestune fct constante)
& flr)=gx)+C Vrel
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4.3.2 Valeurs maximales et minimales

Un nombre important de problemes pratiques, appelées problémes d’optimisation (voir
chapitre 4.5) peuvent étre ramenés a trouver les valeurs maximales ou minimales d’une
fonction. Dans cette partie, nous allons montrer comment utiliser la dérivée pour détermi-
ner ces valeurs extrémes.

Définition 4.2 (Extrema locaux)
Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble D.

Le nombre f(c), avec ¢ € D, est un maximum local de f s’il existe un intervalle ouvert
I contenant c tel que pour tout x € DN 1 on ait f(z) < f(c). On dit aussi que f admet
un maximum en c.

Le nombre f(d), avec d € D, est un minimum local de f s’il existe un intervalle ouvert
I contenant d tel que pour tout x € DN I on ait f(x) > f(d). On dit aussi que f admet
un minimum en d.

Définition 4.3 (Extrema absolus)
Soit, f une fonction réelle définie sur un ensemble D.

Le nombre f(c), avec ¢ € D, est le maximum absolu de f si pour tout x € D on a
f(@) < fle).
Le nombre f(d), avec d € D, est le minimum absolu de f si pour tout x € D on a

f(z) = f(d).

Remarques

1. Les valeurs minimale et maximale de f portent en commun le nom de valeurs extré-
mes de f.

2. Un extremum absolu est toujours un extremum local. En effet, une valeur extréme
f(c) pour un ensemble D en est une également dans le voisinage immédiat du point c.
Donc, une liste de tous les extrema locaux comprendra automatiquement les extrema
absolus de la fonction, s’il en existe.

Exemples
1. Le nombre f(0) =1 est le minimum absolu de la fonction de R vers R définie
par f(z) = 2% + 1.
2. Le nombre g(0) = 1 est un mazimum local de la fonction de R vers R définie
par g(x) = cos(x).
)

3. Le nombre h(0) = 0 est le minimum absolu de la fonction de [0; +oo] vers R

définie par h(x) = /x.
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3 ne posséde ni minimum ni maxi-

4. La fonction de R vers R définie par i(z) =z

mum sur R.
On a donné ci-dessus la représentation graphique d’une fonction f qui passe par un
maximum local en ¢ et un minimum local en d. Il apparait qu’aux points de maximum

et de minimum la tangente est horizontale. Ainsi, f'(¢c) =0 et f'(d) =0

Théoréme 4.9 (Théoreme de Fermat)
Si f admet un maximum ou un minimum local en x = c et si f'(c) existe, alors f'(c) =0

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, quune fonction f admette un maximum
local au point « = ¢ et que f est dérivable en c. Il existe donc un intervalle I contenant
c tel que que pour tout z de I, on a :

flx) < fle)  ou  flx) = fle) <O

— Il s’ensuit que, pour tout z € [ avec x < ¢, : % > 0. Comme f est dérivable a

gauche en ¢, on obtient, par les propriétés des limites, :

f(x) = f(c)

mlirtlzl_ Tr —cC - f;(C) > 0
— De méme, pour tout x € [ avec z > ¢, on a : % > 0. Comme f est dérivable a
droite en ¢, on obtient :
. fz) - f(c)
Jim S =l 20

— Enfin, comme f est dérivable au point ¢ : f'(c) = f;(c) = fi(c) =0

Remarques

1. Ce théoreme donne une condition nécessaire pour l'existence d’un extremum.

Atttention : quand f'(¢) = 0, f n’a pas nécessairement un extremum en c. La
réciproque de ce théoreme n’est généralement pas vraie.

2. Soit la fonction f(z) = x*, dont la dérivée f'(z) = 32? s’annule en z = 0. Or, cette
fonction n’a ni maximum, ni minimum en 0. Le fait que f/(0) = 0 entraine seulement
que la tangente en (0;0) & la courbe y = % est horizontale (la courbe traverse la
tangente en ce point).

3. Soit la fonction g(z) = |z| qui a un minimum en 0. Or, cette valeur ne pourra pas étre

trouvée parmi les points en lesquels f'(x) = 0 car f’(0) n’existe pas.

Le théoreme de Fermat suggere quand méme que, dans la recherche des valeurs extrémes,
on commence par les nombres ¢ tels que f/'(c¢) = 0 ou tels que f’(c¢) n’existe pas.

Définition 4.4
Un point critique d'une fonction f est un point ¢ du domaine de définition de f tel que
f'(¢) =0 ou f'(c) n’existe pas.
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Extrema pour une fonction continue sur un intervalle fermé

Pour trouver les extrema absolus d’une fonction f continue sur un intervalle fermé [a; b]
(voir le théoreme 4.1 qui assure de 'existence de ces extrema), il faut donc :

1. Calculer les valeurs de f aux points critiques de f sur |a;b].
2. Calculer les valeurs de f aux bornes de l'intervalle.

3. Choisir la plus grande et la plus petite des valeurs trouvées en 1 et en 2.

On peut encore utiliser le signe de la dérivée pour déterminer si un point critique est un
maximum local ou minimum local ou ni 'un ni 'autre.

Théoréme 4.10 (Test de la dérivée premiere)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, dérivable sur I \ {c} et ¢ € I un point
critique de f.

a) Si f’ passe du positif au négatif en ¢, alors f(c) est un maximum local de f.
b) Si f’ passe du négatif au positif en ¢, alors f(c) est un minimum local de f.

c) Si f’ ne change pas de signe en ¢, alors f n’a ni maximum ni minimum local en c.

Illustration

=) <0 : f(z)>0

c \ c
Maximum local Minimum local Ni maz, nt min

Démonstration. On démontre ici uniquement le point a) en supposant que f’(c) = 0. La
démonstration des autres cas est analogue.

Si f'(z) passe du positif au négatif en s’annulant en ¢, il existe un voisinage V' de ¢ tel
que :
f'(x) >0 pourz<c et f'(x) <0 pourz>c

Par application du théoreme des accroissements finis, il existe v compris entre ¢ et x tel
que

f(@) = fle)=f'(7) (x—c)
Alors,
a) Six<c:y<cet f'(y) >0. Ainsi f(z) — f(c) = f'(7) - (x —¢) <0 ou f(x) < f(c).
b) Siz>c:v>cet f/(y) <0. Ainsi f(z) — f(c) = f'(7) - (x —¢) <0 ou f(z) < f(c).
En résumé, de a) et b), on a f(z) < f(c) et f(c) est

t donc un maximum local de f. [
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Application

Pour déceler la présence de maxima ou de minima locaux d’une fonction réelle f définie
sur R (ou sur un intervalle ouvert ou fermé I), nous allons étudier le signe de f'(x) dans
un tableau de signes de la forme présentée ci-dessous (exemple pour une fonction avec
trois points critiques ¢, 3 et ¢3) :

I I | o | | ¢ | |
f'(x) - 0 + 0 — 0 -
f@) [ N |[MIN] 4 [MAX] N, N

La deuxieéme ligne du tableau donne le signe de f’ (peut étre séparée en plusieurs lignes)
et la derniere ligne indique le comportement de f en utilisant les conventions d’écriture
suivantes :

— ' . intervalle ou f est croissante;

— \, : intervalle ol f est décroissante;

— MAX ou MIN : extremum local.

Exemple

Soit la fonction f(x) = 52* — 32 — 2z + 5. Déterminer les extrema locauz de f.

2

1. On commence par calculer la dérivée de [ : f'(z) =x* —x — 2

2. On cherche ensuite les zéros de [ et les points ou [’ n’est pas définie — points
critiques. Ici, f' s’annule en ¢y = —1 et en co = 2.

3. On réalise un tableau de signes sur le modéle de celui donné ci-dessus :

flx) | o~ | MAX| N\, |MIN|

4. Par lecture dans le tableau de signes, on obtient que le nombre f(—1) = 37 est

6
un mazximum local et que le nombre f(2) = g est un minimum local.

4.4 Que dit [’ sur 7

Le signe de f”(x) caractérise également I’allure du graphique de f. Du fait que f” = (f')’,
on sait que quand f”(z) est strictement positive, alors f’ croit. Cela se traduit par le fait
que, de gauche a droite, les pentes des tangentes a la courbe y = f(z) sont de plus en
plus fortes. Au niveau de la représentation graphique, le tracé de la courbe va s’incurver
vers le haut. Une telle courbe est dite convexe. On développe cette idée de maniere plus
précise ci-dessous.

4.4.1 Convexité et concavité

Définition 4.5
Soit f une fonction continue et dérivable sur un intervalle ouvert 1.

La fonction f est convexe (respectivement concave) sur /, si pour tout a € I, le graphe
de f est au-dessus (respectivement au-dessous) de la tangente en T'(a; f(a)).
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Formellement

La fonction f est convexe sur [ si, pour tout x € I et a € I, on a
f(@) = f(a) + (z —a) - f(a).

La fonction f est concave sur [ si, pour tout x € et a € I, on a
f(@) < fla) + (z —a) - f(a).

On peut facilement lier ces notions au signe de la dérivée seconde d’une fonction f sur I.

Théoreme 4.11
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I.

a) Si f”(x) = 0 pour tout = € I, alors la fonction f est convexe sur I.

b) Si f”(z) < 0 pour tout x € I, alors la fonction f est concave sur I.

Illustration
y = f(=)
1
@) 20 fi@) >0 Fa) <0
f’(:r;) <0 f/<x) >0 f”(x) <0
y = f(=)
Fonction convezxe Fonction concave

Démonstration. Nous ne démontrons ici que la partie a) du théoréeme. La démonstration
de la partie b) s’effectue de maniere analogue.

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I avec f”(x) > 0 pour tout = € I.
On choisit un point a € I et on considere la tangente ¢ au graphe de f au point 7'(a; f(a)).
On interprete ici cette tangente comme la représentation graphique d’une fonction affine
définie par t(z) = f'(a)(x — a) + f(a). On définit ensuite la fonction

0(x) = f(z) —t(z) = f(z) — f(a) = f'(a) - (z — a)

Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que d(x) > 0 pour tout = € I, ce qui est
équivalent a dire que f est convexe sur I.

Soit maintenant xy € I différent de a. Comme f est deux fois dérivable sur I, on peut
appliquer le théoreme des accroissements finis sur f et affirmer qu’il existe une valeur ¢
comprise entre a et xq telle que f(z) — f(a) = f'(c) - (xo — a). On a alors :

0(xo) = f'(c) - (w0 — a) = f(a) - (w0 — a) = (f'(c) = f'(a)) - (w0 — )

On peut maintenant appliquer le théoreme des accroissements finis sur f’ et affirmer qu’il
existe une valeur d comprise entre a et ¢ telle que f'(¢) — f'(a) = f"(d) - (¢ —a). On a
alors :
d(xo) = f(d) - (¢ = a) - (xo — a)
—Sixzg>a,onaa<d<c<uxet
f'(d) -(c—a)-(xo—a) 2 0.

—_—~— e N——
>0 (hyp) >0 >0
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—Sizg<a,onazry<c<d<aet
f'(d) -(c—a)-(zg—a) > 0.
—~— —— —
>0 (hyp) <0 <0

On a donc démontré que §(xg) = 0 et, comme xq est choisi de maniere arbitraire, que
d(z) = 0 pour tout x € I. O

Trucs mnémotechniques

1. Pour se rappeler la différence entre convexe et concave, penser qu'une courbe concave
a la forme d’une caverne.

2. Sila dérivée seconde est positive, on peut imaginer que ”la courbe sourit”. Inversement,
quand elle est négative, "elle tire la tronche”.

4.4.2 Valeurs maximales et minimales

Le signe de f”(x) permet de formuler une condition suffisante pour déterminer si un point
critique est un extremum local de f.

Théoréme 4.12 (Test de la dérivée seconde)
Soit f une fonction deux fois contintiment dérivable ( f” continue) sur un intervalle ouvert
I contenant un nombre réel ¢ tel que f'(c) = 0.

a) Si f"(c) <0, alors f(c) est un maximum local de f.
b) Si f”(c) > 0, alors f(c) est un minimum local de f.

Ce théoreme découle immédiatement du théoreme liant convexité ou concavité et signe

de f"(x).

4.4.3 Point d’inflexion

Définition 4.6
Soit. f une fonction dont le graphe admet une tangente en a.

Le graphe de f admet un point d’inflexion en a s’il existe g et d tels que
— [ est convexe sur ]g; a[ et concave sur ]a; d[ ou
— [ est concave sur |g; a[ et convexe sur ]a; d|.

Si de plus on a f’'(a) = 0, on parle d'un point d’inflexion a tangente horizontale.

En d’autres mots, le graphe f admet un point d’inflexion en a si la dérivée seconde change
de signe en a (elle s’annule donc en a ou n’existe pas en a).

Au niveau de la représentation graphique de la fonction f, la tangente au graphe de f en
a "traverse” le graphe en a si f admet un point d’inflexion en a.

Illustration

Y Y

(@) >0 (@) <0

;f”(x) <o§

g @ d g a d
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Remarques

1. Soit une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I et supposons que
f" s’annule en un point a de I sans changer de signe; on ne peut alors conclure a
I’existence d’un point d’inflexion.

2. Par application du théoreme 4.10, en un point d’inflexion, la dérivée f’ admet un maxi-
mum ou un minimum ou (équivalent) la pente de la tangente passe par un maximum
ou un minimum.

Application

Pour déceler la présence de points d’inflexion du graphe d’une fonction réelle f définie
sur R (ou sur un intervalle ouvert ou fermé I), nous allons étudier le signe de f”(x) dans
un tableau de signes de la forme présentée ci-dessous (exemple pour une fonction avec
trois points aj, as et ag tels que f”(a;) =0) :

B [ ] [ @ | [ 9 | |
f"(x) + 0 + 0 — 0 +
f(x) \V 'V |pi| N |pi|

La deuxiéme ligne du tableau donne le signe de f” (peut étre séparée en plusieurs lignes)
et la derniere ligne indique le comportement de f en utilisant les conventions d’écriture
suivantes :

— \/ : intervalle ou f est convexe;

— /M\ : intervalle ou f est concave;

— p.i. : point d’inflexion.

Exemple

Soit la fonction f(x) = x* — 2422, Déterminer les points d’inflexion du graphe de
f.

1. On commence par calculer la dérivée premicre de f : f'(x) = 423 — 48w.

2. A partir de f'(z), on calcule la dérivée seconde de f : f"(x) = 122 — 48.
3

. On cherche ensuite les zéros de et les points ou n’est pas définie. Ici
On cherch te l de " et t " n’est d Ici, "
s’annule en a; = —2 et en ay = 2.

4. On réalise un tableau de signes sur le modéle de celui donné ci-dessus :

Lz | =l | 2 | |
I (x) + 0 - 0 +
f(x) \V p.i. N P.1. \/

5. Par lecture dans le tableau de signes, on obtient que les points (—2;—80) et
(2; —80) sont des points d’inflexion du graphe de f.

4.5 Problemes d’optimisation
Les problemes d’optimisation constituent I'une des plus importantes applications de

calcul des dérivées. On y demande la facon optimale (la meilleure) de réaliser quelque
chose. Voici des exemples de problemes de ce genre :
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— Quelles dimensions faut-il donner a une boite a conserve afin de minimiser son cout de
fabrication ?

— Quelle est 'accélération maximale que 'on puisse imprimer a une navette spatiale?
(Cette question intéresse les astronautes qui doivent résister aux effets de 1'accéléra-
tion).

— Quelle doit étre la vitesse d’une automobile pour que le cotit d’un trajet soit minimale
si celui-ci dépend de la durée du parcours et de la consommation du véhicule ?

Tous ces problemes peuvent étre ramenés a trouver les valeurs maximales ou minimales

prises par une quantité variable. Ces valeurs sont appelées valeurs optimales.

La résolution d’un probleme d’optimisation passe par une lecture attentive de la donnée
souvent accompagnée d’un dessin, une définition de toutes les variables nécessaires et la
recherche des extrema d’une fonction.

Méthode de résolution

Voici la marche a suivre pour résoudre un probleme d’optimisation :

1. Exprimer la quantité variable () a rendre maximale ou minimale comme fonc-
tion d’une ou plusieurs variables.

2. Si @ dépend de plus d'une variable, disons de n variables, trouver au moins
(n — 1) équations liant ces variables.

3. Utiliser ces équations pour exprimer () comme une fonction d'une seule va-
riable, v, et déterminer I’ensemble D des valeurs admissibles de cette variable.
4. Calculer le ou les extrema de () en réalisant les étapes suivantes :
a) calculer la dérivée de @ sur D par rapport a v (si possible),

b) déterminer ensuite les points critiques de () — points ou @’(v) = 0 ou ou
Q' (v) n’existe pas,

c) réaliser un tableau de signes pour )’ sur D afin de déterminer les maxima
et les minima locaux de @),

d) calculer les valeurs de @) aux bornes de D (si D est un intervalle fermé),

e) choisir la plus grande et/ou la plus petite des valeurs trouvées en c) et en
d),

et déterminer, si besoin, les valeurs des variables en ce ou ces extrema.
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Exemple

On dispose de barrieres d’une longueur totale L pour construire un enclos rectan-
gulaire le long d’un mur rectiligne.

Quelles dimensions faut-il donner a cet enclos pour que le pré qu’il délimite ait une
aire mazximale ¢

1.

Dans ce probléme, la quantité a rendre optimale est ’aire délimitée par l’enclos
,qu’on note A. On peut poser immédiatement que A = a - b.

A dépend de deux variables a et b. Il faut donc trouver 2 — 1 =1 équations qui
les lient.

Comme la longueur totale de la barriére est fixe, on a que L = 2a + b ou
b=L—2a.

On exprime ensuite A comme fonction de a (choiz) : Ala) = a - (L — 2a) =
a-L—2-a%

Comme [aire doit étre positive, I’ensemble des valeurs admissibles pour a est :
D = [0; %]

On calcule ensuite les extrema de A :

a) La dérivée de A par rapport a a est : A'(a) =L —4 - a.

b) On résout I'équation A'(a) =0 — L —4-a=0. Une solution : a = £.

c¢) Tableau de signes pour A’ :

a 0
Al(a) +
Aa) | O N MAX Ny 0

Nl

O || &I

Maximum local de A pour a = %.
d) Valeurs auz bornes de D (voir aussi tableau de signes) :
e A(0) =0, laire est nulle car dans ce cas le pré n’a pas de hauteur ;

o A (%) =0, l"awre est nulle car dans ce cas le pré n’a pas de longueur.
e) En comparant les valeurs obtenues en c) et en d), on conclue que la valeur
mazximale est atteinte lorsque a = % et b= g

L2

L’aire du pré est alors égale a %
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4.6 Exercices

1) Vérifier le théoreme de Rolle pour

a) f(x)=x*—-3z+2 sur 1 <o <2
b) f(z)=sin(x) sur 0 <o <7
2
—4
c) f(:p):% sur 0 < <4

2) Vérifier le théoreme des accroissements finis pour

a) f(x)=>522—1 avec a =1 et b =2

b) f(z) = sin (%) aveca=0et b=1

3) Utiliser le théoreme des accroissements finis pour calculer la valeur approchée de :

4)

5)

1

a) V65 b) (3,001)* c) 995

Utiliser le théoreme des accroissements finis pour montrer :

1
\/1+:p<1+§x pour tout x tel que —1 <z <0oux >0

Utiliser le théoreme des accroissements finis pour montrer :

%<1n(1+x)<x pour tout x tel que —1 <x <0oux >0
x

Dessiner une représentation graphique possible d’une fonction f connaissant les infor-
mations suivantes sur la dérivée :

o f'(x) >0pourl<uz<3,

e f'(r) <Opourz<l1etaz>3,

o fllr)y=0enz=1etx=3.

Dessiner une courbe dont ...

a) ...la "pente” partout positive croit continiiment.

b) ...la "pente” partout positive décroit continiment.
c) ...la ”pente” partout négative croit contintiiment.
d) ...la "pente” partout négative décroit contintiment.

Dessiner une courbe dont ...
a) ...la premiere et la seconde dérivée sont partout positives.

b) ...laseconde dérivée est partout négative, mais dont la premiere dérivée est partout
positive.

¢) ...laseconde dérivée est partout positive, mais dont la premiere dérivée est partout
négative.
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d) ...la premiére et la seconde dérivée sont partout négatives.

9) Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

a) lim e, b) lim tan(z) — @
20 sin(5x) z—0 3
. 2x —sin(2x) 1—e
o) s ) I —
1 T (] —®
e) lim n(cos(z)) f) lim e (1—¢")
z—0 2 z—0 (1 -+ JZ‘) . 111(1 — SL’)
: 2 -z : 2 -z
g) mggloo(%c + 3z + 2)e h) mgrfm@x + 32 +2)e
1-1 1-1
D lim 500 @) i) lim 50l 1m@)
x—0F x T—+00 x
k) lim 14 (24 1)e™® ) lim 1+ (22 +1)e”
T——00 T—+00
1421 1421
m) lim 1+2In(z) n) lim 1+2In(z)
=0t x? T—+00 x?
o) lim 5z-e* p) lim 5z-e
T——00 T—+00
4 4
lim (1—2) . lim (1—2). e
o Jim (1-3) 9 m (1-7)
4
s) lim (1 - —) - e” t) lim 22?In(x) — 22
x—0 T r—+00
: : 1
u) mlggh z - In(z) \9) xli)rr_12x - ewt
w) lim x- et x) lim x- eet2
T——00 T—>+00
10) Calculer, si elles existent, les limites suivantes :
a) lim v/ -In(z) b) lim sin(z) - In(z)
xz—0*t xz—0t
: 2,z . 1
c) lim z°-e d) lim x-tan | —
T——00 Tr—+00 T
e) lim z-sin|— f) lim z”
T—+o0 T z—0t
) lim(1 — 22)7 h) lim (142
#) Jim(1 2 Jim (143

11) a) Siles arétes d'un cube de 2 em de c6tés croissent de 1 ¢m/min, comment le volume
croit-il 7
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b) Si la surface d’une sphere de 10 cm de rayon croit de 5 cm?/min, comment le rayon
croit-il 7

12) Une échelle longue de 5 metres est appuyée contre un mur. Quand l'extrémité posée
sur le sol est a une distance de 4 metres du mur, 1’échelle glisse a une vitesse de 2
m/s. A quelle vitesse 'extrémité appuyée contre le mur glisse-t-elle alors vers le bas?

13) De T'eau coule d’un entonnoir conique a la vitesse de 1 em?3/s. Si le rayon de base
de 'entonnoir est égale a 4 cm et sa hauteur a 8 cm, trouver la vitesse a laquelle le
niveau d’eau baisse quand ce dernier se trouve a 2 ¢m du bard extréme.
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4.7 Solutions des exercices

9) a) b) ) = Q
e) —% f) 1 g) +oo h) 0
i) +o0 i) 0 k) +oo ) 1
m) —oo n) 0 0) 0 p) 0
q) 0 r) 400 s) — t) +o0
) 0 v) — w) —o0 x) +oo

10) a) 0 b) 0 c) 0 d) 1
e) k f) 1 g) e h) e

11) a) 12 em?®/min

1 :
b) Ton cm/min
8
12) ~3 m/s
1) — o em/
5. /s
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Chapitre 5

Etude de fonctions

5.1 Meéthode

Nous allons étudier, dans ce chapitre, une méthode qui permet de décrire les principales
caractéristiques d’une fonction réelle f (domaine de définition, zéros, signe, optima, points
d’inflexion, ...) et de les utiliser pour représenter graphiquement la fonction f le plus
précisément possible sans 'aide d’un ordinateur.

L’étude d'une fonction comprend 7 points qui sont décrits ci-dessous. Un exemple com-
plet est donné a la suite de 1’énoncé de la méthode.

1. Domaine de définition et continuité

Déterminer le plus grand domaine Dy sur lequel la fonction f est définie.

Déterminer si la fonction f est continue sur Dy et exhiber les éventuels points de
discontinuité (nombres réels a tels que lim f(x) # f(a)).
T—a

2. Parité et périodicité

Etudier la parité de f sur Dy :

—si f(—x) = f(x) Vo € Dy, la fonction f est paire et sa représentation graphique
est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.

— sif(—z) = —f(z) Y € Dy, lafonction f est impaire et sa représentation graphique
est symétrique par rapport a 1’origine.

Remarques : Si f est paire ou impaire, on réalise I’étude de f uniquement sur R, et

on en déduit le comportement de f sur R_. Pour que f puisse étre paire ou impaire

sur Dy , il faut absolument que cet ensemble soit symétrique par rapport a l'origine.

Déterminer si f est une fonction périodique. Dans 'affirmative, chercher la longueur
de la période p.

Remarque : Si f est périodique, on réalise ’étude de f uniquement sur un intervalle
de longueur p inclus dans Dy et on en déduit le comportement de f sur Dy.

3. Zéros et signe de la fonction

Calculer les zéros de f, puis réaliser un tableau de signes afin de déterminer les
intervalles ou f est positive ou négative.
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4.

Limites aux bornes du domaine de définition et asymptotes

Calculer les limites pour tous les x qui se trouvent au bord du domaine de définition.
En déduire les éventuelles asymptotes verticales (A. V.) a la courbe y = f(z) et les
trous ou sauts de cette meéme courbe.

Calculer la ou les asymptotes affines (A. H. ou A. O.) a la courbe y = f(z) (compor-
tement en +00) et, si demandé, trouver le positionnement de la courbe par rapport a
ces asymptotes.

Croissance et points critiques

Calculer la dérivée de f, puis les points critiques' de f en résolvant notamment
I'équation f'(x) = 0.

Réaliser un tableau de signes pour la fonction dérivée afin de déterminer les régions
de croissance ou de décroissance de f. Identifier également les minima, les maxima
et les points d’inflexion a tangente horizontale.

Concavité et points d’inflexion

Calculer la dérivée seconde de f, puis ses zéros en résolvant 1'équation f”(x) = 0.

Réaliser un tableau de signes pour la fonction dérivée seconde afin de déterminer les
régions ou la fonction f est concave ou convexe. Identifier également les points
d’inflexion et calculer les pentes des tangentes a la courbe y = f(z) en ces points.

Représentation graphique

Réaliser une représentation graphique, assez grande, de la fonction f a ’aide de
toutes les informations glanées aux points 1 a 6, en précisant les asymptotes et les
points particuliers (zéros, optima et points d’inflexions). Pour plus de précision, cal-
culer et représenter quelques points du graphe de f, dont le point (0; £(0))

5.2 Exemple complet

On présente ci-dessous 1’étude de la fonction : f(z) =

1.

2 —4
Domaine de définition et continuité

Comme f est une fonction rationnelle, on calcule les zéros du dénominateur pour
déterminer Dy :

7 —4=0= (z-2)(x+2)=0 = 2, =—2et 1y =2
Le domaine de définition est donc donné par :
Dy =R\ {-2;2} = |—00; —2[U]-2;2[ U ]2; +o0]

La fonction f est continue sur Dy : le quotient de fonctions continues (ici : polynomes)
est continu si le dénominateur est différent de 0.

1. Un point ¢ du domaine de définition est un point critique si f'(¢) = 0 ou sif’(c) n’existe pas.
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2. Parité et périodicité

On compare f(—z) a f(z) et —f(x) :

f(—=x) = = = - =—f(z)

La fonction f est impaire.
Remarque : On pourrait donc réaliser 1’étude uniquement sur R, ce que nous ne
ferons pas dans ce premier exemple.

f n’est pas une fonction périodique car elle est une fonction rationnelle.

3. Zéros et signe de la fonction

On cherche d’abord le(s) zéro(s) de f :
3

S -0 = P =0 =x,=0

flz)=0 =

Le signe de la fonction est donné par le tableau suivant (dans la premiere ligne, on
inscrit les valeurs de x trouvées aux points 1 et 3) :

I = 0] E |
a3 — — — 0 + + +
r?—4 + 0 - — - 0 +
signe S - P o+ o] - P O+ |

4. Limites aux bornes du domaine de définition et asymptotes

A. V.

Les asymptotes verticales, si elles existent, ont comme équations z = a ou a est une
des abscisses trouvées au point 1. De méme, les trous ou les sauts se situeront en ces
mémes abscisses. On calcule donc les limites aux bornes du domaine de définition :

> Pour x = —2, on a : > Pour x =2, on a :
-8 8
° lim f(z)= lim £ 2 — e lim f(z)= lim £ & —
T——2~ f( ) os—o- ¥4 x—2~ f< ) PECSEE
-8 8
‘ = i 2d e lim f(z)= lim £ Z 400
* J:EI—HQJF f(ZL’) xl}I—%vL z?—4 Too r—2+ f< ) z—21 v?—4 +
Les droites d’équations x = —2 et x = 2 sont des asymptotes verticales a la courbe
y=[f(z).
A. H.

On calcule les limites de f lorsque = tend vers +o0o0 ou —oo pour déterminer s’il existe
des asymptotes horizontales :

x3 x3

lim f(z) = lim

T—400 s+ 2 —4 z—+ 12

La courbe y = f(x) n’admet pas d’asymptote horizontale vers +oc.
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A. O.

On tente tout d’abord de calculer la valeur de la pente de ’asymptote oblique :

. f(x) . z3 .28
= lim —* = lim = lim —=1
z—too r—too 13 — 41 r—too 3

Puis la valeur de 'ordonnée a 1’origine :

Bl () - ma) = tm (o) = w2
— lim = =0
r—too 0

La courbe y = f(z) admet une asymptote oblique d’équation y = x vers too.

La position du graphe de f relativement a I’asymptote oblique est donnée par le signe
de : 5 A
x x
— (1. 0) =
x? —4 (1-2+0) 2 —4

o(z) = f(x) — (mx +h) =

On résume la situation dans le tableau de signes suivant.

| z | 2 | | 0 | | 2
4z — — — 0 + + +
2 —4 + 0 - — - 0 +
d(z) — + 0 — +
Pos. rel. ¢. / a. o. || dessous dessus | coupe | dessous dessus

La courbe y = f(x) et 'a. 0. se coupent donc au point (0; £(0)) = (0;0).

5. Croissance et points critiques

On commence par calculer la dérivée de f :

202 (2% —4) — 2% - 2x 2*(3x? —12—-22%) (2 - 12)

fl@) = (2 — 4)2 - (22 — 4)? o (22 —4)2

On cherche ensuite les zéros de [’ et les points ou f’ n’est pas définie — points critiques.
Ici, f’ s’annule en :

2?2=0= 2,=0

/ _ 20,2 —
fl(x)=0 = 3z(2z* —12) 0:>{ﬁ_12:0:>x2=12=>$2,3=i2\/§

De plus, f’ n’existe pas en —2 et 2, qui n’appartiennent pas a D;. Les points critiques
sont donc —2\/3, 0 et 24/3.

On reporte les valeurs des points critiques et les valeurs déterminées au point 1 dans
la premiere ligne du tableau de signe de f’, qu’on complete ensuite.
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x —2v/3 —2 0 2 2V/3
z? + + |+ + 0| + | +] + +
2 —12 || + 0 o e e e e e 0 +
(> =42 | + + + 0 + |+ + 0] + | + | +
/() + 0 - - 0| - - | 0 | +
() T MAX N NPl N N[ MINY A

On obtient donc les points particuliers du graphe suivants :
- MAX : (=2v/3; f(2v3)) = (—2V/3; =3V/3)
- MIN : (2v3; /(2v3)) = (2v/3:3V3)

— point d’inflexion & tangente horizontale : (0; f(0)) = (0;0)

6. Concavité et points d’inflexion

On calcule tout d’abord la dérivée seconde de f :

[2z(z? —12) + 22 - 22] - (2% — 4)* — 22(2? — 12) - 2(2® — 4) - 2x

o 2z(2® —4)[(22° — 12)(2® — 4) — 22%(2® — 12)]  4x(227 4 24)
B (22 —4)* (22— 4)3
_ 8x(a®+12)

T (@243

On cherche ensuite les zéros de f” et les points ot f” n’est pas définie. Ici, f” s’annule

en :
8r=0 = 21=0

" _ 2 _
fl@)=0 = 82(a"+12) =0= { 22 +12=0 = impossible
De plus, f” n’existe pas en —2 et 2, qui n’appartiennent pas a Dy.

On reporte les valeurs des points déterminées ci-dessus et les valeurs déterminés au
point 1 dans la premiere ligne du tableau de signe de f”, qu’on complete ensuite.

B =1 | 0] | 2 |
x - — - 0 + + +
z?—4 + 0 - - - 0 +
1" (x) — + 0 — +
f(x) N\ v |pi| N \%

On obtient donc le point d’inflexion suivant : (0; f(0)) = (0;0).
D’apres le point 5, on sait déja que la pente m de la tangente a la courbe y = f(x) au
p. 1. (0;0) est égale a 0 (ou on la calcule par : m = f/(0)).

7. Représentation graphique

On commence par tracer un systeme d’axe (assez grand) dans lequel on reporte en
"traitillés” les asymptotes déterminées au point 4, ainsi que les éventuels trous et
sauts.
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On dessine ensuite tous les points particuliers déterminés aux points 3, (4), 5 et 6 de
la méthode. Pour les optima et les points d’inflexion, on dessine également une petite
partie de la tangente a la courbe en ces points.

Pour plus de précision, on calcule quelques points du graphe de f :

(0; £(0)) = (0;0) ; (L;f(1)=(1;3); B3:f(3)=(32); (4 f(4) =) ...

que l'on reporte sur le dessin ainsi, comme la fonction est impaire, que leur symétrique
par rapport a 'origine.

On trace enfin la courbe d’apres les informations récoltées aux points 2, 3, 5 et 6. On
se base notamment sur chacun des tableaux de signes réalisés dans 1’étude. On obtient
ainsi la représentation graphique de f donnée ci-dessous.

Y
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5.3 Exercices

1) Etudier et représenter graphiquement les fonctions f définies ci-dessous :

a) f(z)=—-2+z+2 b) f(x) = |4 — 2°|

Q) flr)= St 3 )=

0 1) =2 D J6) =
) fa) = T2 W @) =512

D) flz)=V1-a? i) fle) = @ *
k) fla)=e* ) fla) = ae

m) f(z) =z - e n) flz) = (2% + 2z — 1)e >
0) f(&) = (¢" = 5)(e" + 1) b) o)=L e

Q) f(@)= - Inx) ) fla) = 2]

s) f(z) = sin®(z) - cos(2z) v f()= iozé‘sc()x)

W) f(z) = sin®(z) — 2 cos(z) v) flz) =z - sin(z) *
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Chapitre 6

Courbes paramétrées

6.1 Introduction

Lorsqu’on désire représenter des courbes dans le plan, on aimerait avoir la possibilité de
dessiner des courbes qui peuvent couper des droites verticales plusieurs fois. Or, si on
se restreint aux courbes données par une équation de la forme y = f(z) ou f est une
fonction réelle, ceci est impossible car une fonction associe a chaque élément de ’ensemble
de départ (a chaque ) une et une seule image, ce qui revient a dire que le graphe d’une
fonction réelle peut couper au plus une fois une droite verticale (voir le test de la droite
verticale dans le chapitre fonction). Par exemple, le cercle de rayon 1 centré a l'origine,
qu’on appelle cercle trigonométrique, ne peut étre décrit comme la courbe représentant
le graphe dune fonction. On aurait besoin de deux fonctions au minimum.

) Y

(N

f(z) =1 — a2 f(x) = —v1 — 22

avec x € [—1,1]

Par contre, on sait, par les définitions des fonctions trigonométriques, qu'un point M de
ce cercle a pour coordonnée M = (cos(t);sin(t)) avec t € R.

Ainsi, pour dessiner le cercle trigonométrique, on dessine les points (cos(t);sin(t)) en
faisant varier ¢ dans [0; 27[ (le point My = (cos(0);sin(0)) = (1;0) correspondant a ¢t = 0
est le méme que le point My, = (cos(27);sin(27)) = (1;0) correspondant a 27 : les
fonctions cosinus et sinus sont 27-périodiques). On obtient ainsi une fonction f dont la
variable ¢ est un nombre réel et dont I'ensemble d’arrivée est le plan R? (I’ensemble image
est le cercle trigonométrique).
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f: R — R?
t —— (cos(t);sin(t))

6.2 Définition et exemples

6.2.1 Définitions
— —
i)

Soient une fonction réelle f définie sur I'ensemble Dy, f: Dy — R, et une fonction réelle
g définie sur I'ensemble D,, g : D, — R.

Dans ce cours, nous travaillerons dans le plan R? muni d’un repére orthonormé (O;

Définition 6.1
La fonction paramétrée p associée aux fonctions f et g est la fonction qui associe a
chaque élément ¢ de D, = D; N D, le point (f(¢); g(t)) du plan R? :
p: D, — R?
to— (f();9(1))

La variable t est souvent appelée parametre.

Remarque

Le domaine de définition D, de p est I'intersection des domaines de définition Dy et
Dy de fet g: D, =DsND,.

Le point M, de coordonnées (f(t); g(t)) décrit un sous-ensemble C; du plan lorsque ¢ varie
dans un intervalle I C D,,.

Définition 6.2
Une représentation paramétrique d'une courbe C est un systeme d’équations ou les
coordonnées des points de la courbe sont exprimées en fonction d’un parametre (souvent

noté t, k, 0, ...):
C - { r = f (t)
y = g()
avec t € I/ C D,. L'ensemble E donne les valeurs de ¢ nécessaires pour représenter la
courbe C. Ces équations sont appelées équations paramétriques de C.
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On note parfois également :

Remarque

La courbe C n’est pas nécessairement la représentation graphique d’une fonction de R
dans R. On peut parfois, en éliminant le parametre ¢ entre les deux équations, obtenir
y comme fonction de x, et ramener ’étude de la courbe a celle d’une courbe définie par
une relation y = h(z).

Ceci n’est intéressant que si la fonction h obtenue est simple. De plus, il faut alors faire
attention aux valeurs prises par la variable x lorsque t varie.

6.2.2 Exemples
La droite

La représentation paramétrique

r = 2 — &8t
d'{y:5+3t

avec t € R (variable) correspond aux équations paramétriques d’'une droite d passant
. i -8 ) s
par le point A(2;5) et de vecteur directeur 7 = 3 ) Les fonctions associées a cette

représentation paramétrique sont f(t) =2 — 8t et g(t) = 5+ 3t.

Ici, comme nous 'avons vu précédemment dans le cours, on peut éliminer le parametre ¢
et obtenir I’équation cartésienne de d qui lie directement x et y : 3x + 8y — 46 = 0.

On peut isoler y dans cette équation et obtenir la relation y = —%x+ %. y est ici exprimée
comme une fonction de z : y = h(x) avec h(z) = =2z + 2.
Le cercle

La représentation paramétrique

r = mg+rcos(t)
C: .
y = Yo+ rsin(t)

avec t € R (variable) et r € R (fixe), correspond aux équations paramétriques d'un cercle
C' de centre (zo;yo) et de rayon 7.

Pour s’en convaincre, on peut tenter d’éliminer le parametre ¢ et d’obtenir une équation
liant les deux coordonnées x et y des points du cercle. On commence par isoler ¢ dans les
deux équations :
T — Zg Y=Y

r
En élevant chaque membre des équations ci-dessus au carré et en les additionnant, on

obtient 1’équation

cos(t) = et sin(t) =

T —1 2 _ 2
( 2o) L 2yo) _1
r r

qui est bien I’équation cartésienne d’un cercle de centre (zo;y) et de rayon r, en remar-
quant que cos?(t) + sin®(t) = 1.
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L’ellipse

La représentation paramétrique

p.lT = wF a cos(t)
"l y = wo+bsin(t)

avec t € R (variable) et a,b € R (fixe) correspond aux équations paramétriques d’une
ellipse E de centre (x¢;yo) et d’axe focal parallele a 'axe Ox si a > b (parallele a Oy
dans le cas contraire).

En effet, on peut tenter d’éliminer le parametre ¢ et d’obtenir une équation liant les
deux coordonnées z et y des points de 'ellipse. On commence par isoler ¢ dans les deux
équations :
T — To . Y—Yo

- et sin(t) = 2
Comme auparavant, en élevant chaque membre des équations ci-dessus au carré et en les
additionnant, on obtient I’équation

cos(t) =

(90 - $o)2 (?/ - yo)2
a? * b2 =1

qui est bien 'équation cartésienne d’une ellipse de centre (z¢; yo) et et d’axe focal parallele
a laxe Ox si a > b.

L’hyberbole

La représentation paramétrique

gl = mF a cosh(t)
|y Yo + bsinh(t)

avec t € R (variable) et a,b € R (fixe) correspond aux équations paramétriques d’une
hyperbole H de centre (xg;10) et d’axe focal parallele a 'axe Ox. (Rappel : le cosinus
hyperbolique est donné par cosh(t) = ete’ of le sinus hyperbolique est donné par

2
sinh(t) = =),

En effet, on peut tenter d’éliminer le parametre ¢ et d’obtenir une équation liant les deux
coordonnées x et y des points de 'hyperbole. On commence par isoler ¢ dans les deux
équations :

T —To . Y~ Y%
t h(t) =
- e sinh(t) 2

En élevant chaque membre des équations ci-dessus au carré et en les additionnant, on
obtient ’équation

cosh(t) =

(z — 20)? _ (y — )’ —1
a? b? B
qui est bien I’équation cartésienne d’une hyperbole de centre (xo;y0) et et d’axe focal
parallele & I'axe Oz, en remarquant que cosh®(t) — sinh?(¢) = 1.
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D’autres exemples de courbes paramétrées

Une astroide

Un folium de Descartes

3t . 33

6. Courbes paramétrées

{(cos®(t);sin’(t)) : t € R}

{(

14237 1443

)it e R\ {-1}}

Y

|
=
-

Une cycloide Une courbe de Lissajous

{(t + cos(t); 1 —sin(t)) : t € R} | {(sin(7t + 3);sin(8t)) : t € R}

6.3 Asymptotes

On étudie ici le comportement d’une courbe C donnée par des équations paramétriques

de la forme
eofr = o)

y = y()
lorsque x(t) et/ou y(t) tendent vers I'infini quand ¢ tend vers une valeur ¢ty € RU {£o00}.

Asymptotes verticales

La courbe C admet une asymptote verticale d’équation x = a, avec a € R, lorsque
x(t) tend vers le nombre réel (fini!) a quand ¢ tend vers ty et y(¢) tend vers une valeur
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infinie.
tlLr%x(t) = a
AR = e

Si z(t) — a est strictement positif, la courbe est a droite de ’asymptote, sinon elle est a
gauche. La courbe coupe I'asymptote lorsque z(t) = a.
Asymptotes horizontales

La courbe C admet une asymptote horizontale d’équation y = a, avec a € R, lorsque
x(t) tend vers une valeur infinie quand ¢ tend vers ¢y et y(t) tend vers le nombre réel a.

lim x(t) = Zoo
t—to

limy(t) = a
t—to

Si y(t) — a est strictement positif, la courbe est au-dessus de 'asymptote, sinon elle est
au-dessous. La courbe coupe I'asymptote lorsque y(t) = a.

6.3.1 Asymptotes obliques

Une asymptote oblique ne peut exister que si z(t) et y(¢) tendent tous deux vers une
valeur infinie quand ¢ tend vers ty. Cette condition est nécessaire mais pas suffisante.

lim z(t) = Zoo
t—to
tlg% y(t) = oo

La droite d’équation y = mx + h est asymptote oblique a la courbe C si :

= imﬂ
B tlﬁto x(t)

h = lim(y(t) —m - x(t))

t—to

existent dans R. Cette formule est analogue a celle rencontrée dans le chapitre consacré
aux asymptotes a une courbe décrite par une équation de la forme y = f(z) ou f est une
fonction réelle.

La position de la courbe par rapport a l'asymptote est donnée par le signe de I'expression
y(t) — (m-xz(t) + h). Si celle-ci est positive, la courbe est au-dessus de 1’asymptote, sinon,
elle est au-dessous.

Remarque

Comme pour les courbes décrites par une équation de la forme y = f(x), une asymptote
ne peut exister que si x(t) et/ou y(t) n’est pas définie en ;. On va donc rechercher les
asymptotes dans les points ¢y qui n’appartiennent pas au domaine de définition. De plus,
pour étre complet, on va également déterminer le comportement de la courbe lorsque ¢
tend vers +oo.
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Exemple

La courbe C ci-contre est décrite par les
équations paramétriques :

2 +t+1
tt+1)
?2+t—1
t(1—1)

avect € R\ {—1;0;1}. On a

1. une asymptote verticale ent = 1.
Son équation est x = 3.
2. une asymptote horizontale en t =

—1. Son équation est y =

~ NI

= 0.

3. une asymptote oblique en
Son équation est y = —x.

6.4 Dérivées et points particuliers

6.4.1 Dérivées

Dans ce paragraphe, on va montrer comment décrire la forme d’une courbe C donnée par
des équations paramétriques de la forme

o= 2t
C'{y = y(t)

en utilisant les dérivées des fonctions x(t) et y(t). Comme pour les fonctions de R dans
R, ces dérivées donnent le comportement, croissance ou décroissance, des fonctions x(t)
et y(t).

Pour décrire ce comportement, on va étudier le signe de 2/(t) et y/(¢f) dans un tableau
de signes "semblable” a celui donné ci-dessous qui décrit une partie des comportements
possibles pour une courbe paramétrée. Dans la premiere ligne du tableau, on inscrit les
valeurs de ¢ pour lesquelles z(t), y(t), () ou 3/ (t) n’existent pas ou pour lesquelles x’(t)
ou y'(t) valent 0 (points critiques des fonctions z(t) et y(t)).

Lt [ 6 | [ & | [ ts | |
) + 0 - - - 0 +
y'(t) + + + 0 - 0 -
x(t) — x(ty) — x(ta) — x(t3) —
y(t) 1 y(t1) 1 y(t2) 1 y(ts) !
Goment | 7| e | N ] o | | e |

On utilise les conventions d’écriture suivantes :
— — : intervalle ou z(t) est croissante ;
— < : intervalle ou x(t) est décroissante ;
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— 71 : intervalle ou y() est croissante;

— | : intervalle ou y(¢) est décroissante ;

— ' intervalle ou les premieres coordonnées des points de la courbe sont croissantes et
les deuxiemes croissantes (forme de la courbe) ;

— N : intervalle ou les premieres coordonnées des points de la courbe sont décrois-santes
et les deuxieémes croissantes (forme de la courbe);

— /@ intervalle ou les premieres coordonnées des points de la courbe sont décrois-santes
et les deuxiemes décroissantes (forme de la courbe) ;

— \: intervalle ou les premieres coordonnées des points de la courbe sont croissantes et
les deuxiemes décroissantes (forme de la courbe).

6.4.2 Points particuliers

L’étude du signe des dérivées de x(t) et y(t) permet de déterminer certains points parti-
culiers de la courbe C :

e Si 2/(tg) = 0 et y/(to) # 0, la courbe admet une tangente verticale au point
(2(to); y(to))-

e Si 2/(ty) # 0 et y'(tp) = 0, la courbe admet une tangente horizontale au point
(x(t0); y(to))-

o Sia'(ty) =0et y'(ty) =0, le point (z(ty); y(to)) de la courbe est appelé point singulier
(point de rebroussement, point double, ...).

6.4.3 Pente de la tangente a la courbe

Dans le chapitre consacré aux dérivées, nous avons vu que la pente de la tangente a
une courbe pouvait étre approchée par la pente d'une sécante passant par deux points
distincts de la courbe suffisamment proches.

Pour obtenir la pente de la tangente, nous considérons donc deux points voisins de la
courbe : My, = (z(to); y(to)) et My, n = (x(to + h);y(to + h)) avec h > 0 (les points sont
voisins si h est suffissamment petit). La pente de la sécante passant par ces deux points
est donnée par :

mito: h) = y(to + h) — y(to)

Cette expression peut étre modifiée de la maniere suivante (h > 0) :

m(te; h) = y(to+ h) — y(to) ‘ h B w
0 - h l‘(to + h) — x(to) - w

La pente de la tangente au point M;, est obtenue en considérant la limite des pentes des
sécantes lorsque h tend vers 0 :

yltoth)—y(te)  lim Yoth)=u(to)

T . T h _ h—0 h o y/<t0)
m(to) = lim m(to; h) = lim o) =ali) ~ | aetialtn] ~ 4/(g))
h—0

En résumé, la pente de la tangente en un point de la courbe C est donnée par le quotient
des dérivées de y(t) et z(t).
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Remarques

y'(t)

a'(t)

1 On pourra compléter le tableau des dérivées par une ligne donnant les valeurs de

pour les valeurs de t figurant déja dans ce tableau.

2 Important : lorsqu’on représente graphiquement une courbe paramétrée, on va tou-
jours calculer la limite des pentes des tangentes, 2tlir? m(t), pour un point singulier M,
—to

afin de pouvoir le dessiner correctement.
Exemple
La courbe paramétrée C ci-dessous est décrite par les équations paramétriques :

In(t+2)-t+1

. - [
¢ P+
y =

avec t € 1—2,0[U]0, 00[. Les dérivées de x(t) et y(t) sont :

t—2)-(t+1 t—1)-(t+1
PNt EI R R (S V()
2. (t+2) 2
Ainsi, 2'(t) s’annule ent =2, t = —1 et t — +00 (on considére ici également les
limites de x'(t) pour t — 400, car t — 400 peut correspondre a un point de la
courbe de coordonnées finies) ety (t) ent = —1 et t = 1. D’apreés ces informations,
on peut construire le tableau de signes suivant :
Lt [-2] |-t ] Jo] [ v [ [2 ] [+oo]
' (t) + 0 — — — — 0 + 10
Y (t) 1 0 |- 0 |+ + |+ +
x(t) = | =1 | « — 1 21 |« | 19 | - |+
y(t) —-25| 1 —2 + + 2 T 2.5 T | +oo
compor- pt tg. tg.
tement / sing. e e hor. AN ver. /
)
On a alors :
1. un point a tangente horizontale : ¢
ent=1.
Ce point est (In(3) + 1;2). Y4
2. un point a tangente verticale en 4
t=2. v x
- 1.5 = 3
Ce point est (In(4) 4 5;5). 1z
AT
3. un point singulier en t = —1. %
Ce point est (—1,—2). 1,
On a lim m(t) = 2.
t——1
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6.5 Etude de courbes paramétrées

Nous allons étudier, dans ce chapitre, une méthode qui permet de décrire les principales
caractéristiques d’une courbe paramétrée C et de les utiliser pour représenter graphique-
ment la courbe C le plus précisément possible sans I'aide d’un ordinateur.

6.5.1 Meéthode

L’étude d’une courbe paramétrée donnée par des équations paramétriques de la forme

o= a2t
C'{y = y(t)

comprend 5 points qui sont décrits ci-dessous.

1. Domaine de définition

Déterminer le plus grand domaine D, sur lequel la fonction x(t) est définie et le plus
grand domaine D, sur lequel la fonction y(t) est définie.

Le domaine de définition de la courbe C est alors donné par : D¢ = D, N D,

2. Limites aux bornes du domaine de définition et asymptotes

Déterminer, s’il y en a, les asymptotes verticales (A.V.), horizontales (A.H.) et
obliques (A.O) a la courbe C et, si demandé, trouver le positionnement de la courbe
par rapport a ces asymptotes.

3. Dérivées et points particuliers

Calculer les dérivées des fonctions x(t) et y(t), puis les points critiques de x(t) et
y(t) en résolvant notamment les équations z'(¢) = 0 et y/(¢) = 0.

Réaliser un tableau de signes pour les fonctions dérivées afin de déterminer les régions
de croissance ou de décroissance de z(t) et y(t), ainsi que le comportement de la
courbe C.

Identifier également les points a tangente horizontale, les points a tangente verticale
et les points singuliers. Pour chaque point singulier, calculer la limite de la pente de
la tangente.

4. Intersection avec les axes

Déterminer les valeurs de ¢ solutions de I’équation z(t) = 0 ou y(t) = 0 et les points
de la courbes correspondant, qui sont les points d’intersection avec les axes Ox et Oy.

5. Représentation graphique

Réaliser une représentation graphique, assez grande, de la courbe paramétrée C a
I’aide de toutes les informations glanées aux points 1 a 4, en précisant les asymptotes
et les points particuliers. Pour plus de précision, calculer et représenter éventuellement
quelques points supplémentaires de la courbe C.

6.5.2 Exemple complet

On présente ci-dessous 1’étude de la courbe paramétrée C : 1
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. Domaine de définition

Le domaine de définition de la fonction z(t) = %~ est D, = R* car le dénominateur
est égal a zéro pour t; = 0.
Le domaine de définition de la fonction y(t) = ﬁ est D, = R*\ {1} car le

dénominateur est égal a zéro pour t; = 0 et 5 = 1.

Le domaine de définition de la courbe C est donc donné par :
De =D, ND, =R"\ {1}

. Limites aux bornes du domaine de définition et asymptotes

Pour pouvoir déterminer les équations des éventuelles asymptotes verticales et hori-
zontales, on calcule tout d’abord les limites des fonctions z(t) et y(¢) aux bornes du
domaine de définition :

> Pourt=0,0ona:

a1
o Jim o) = lim 515 - o Jmylt) = Jim i O:f o
et = fi S E ¢ im0 =l iy = o
> Pourt =1, on a: )
) }m 33(? f }m _ _ * iyl = fim iy = oo
o Jlima(h) = lim 5= e ()= i iy o
> Pour t - —o0, on a :

1
e =t o2 vy = iy =0

M, = = oo

> Pour ¢ — +00, on a : 1
* lim z(t) = lim % é 0 * tLierooy(t) - tLifrnoo t(til) =0

t—+00 t—+00

D’apres ces calculs, on a les résultats suivants :
— La droite d’équation x = % est une asymptote verticale pour t = 1.
— La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale pour t — —oo.
— Il peut exister une asymptote oblique pour ¢ = 0. On calcule alors les limites sui-
vantes :
y(t) =) 1

mo= e e T oy )
t

1 B l+et(t—1) 2 u
h = lim(y(t) — mz(t)) = Pm ( 4 e_) — %E%M o:H

t—0 -0 \t(t—1) ¢t tt—1)
_ t—1 -t
fim —C LD
t—0 2t — 1
La droite d’équation y = —x — 2 est une asymptote oblique pour t = 0.
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3. Dérivées et points particuliers

On commence par calculer les dérivées de z(t) et y(t) :

W) = —ett—et  —eH(t+1)
* N $2 B £2
—2t+1
/
) = —
yt) 20t — 1)

On cherche ensuite les zéros de 2'(t) et y/(t) et les points ou 2'(t) et y'(t) ne sont pas
définies — points critiques des fonctions z(t) et y(t).
2'(t) s’annule pour t = —1 et t — +oo car lim 2'(t) = 0. De plus 2'(¢) n’est pas

t——+4o00
définie pour ¢ = 0, qui n’appartient pas a D, (donc n’est pas un point critique).
p q pp p p

y'(t) sannule pour ¢t = 1 et t — =+oo car tligl y'(t) = 0. De plus ¢/(t) n’est pas
—00

définie pour ¢t =0 et t = 1, qui n’appartiennent pas a D,, (donc ne sont pas des points
critiques).

On reporte les valeurs de ¢ qui correspondent aux points critiques de z(t) et y(t) et
les valeurs déterminées au point 1 dans la premiere ligne du tableau de signes des
dérivées, qu’on complete ensuite.

t —00 -1 0 : 1 +00
2 (t) + | + 0 - - — - - | - 0
y (1) o [+ ] + |+ + ] o |- — 1 o
x(t) —00 | = | —e | + | E e | 0
y(t) o |t 3 |7 Tl -4l Lloo
Sement | AH| /| v | N AN e [ AV |

On obtient donc les points particuliers de la courbe suivants :

— point & tangente verticale : (—e; 3) = (—2.72;0.5).

~ point a tangente horizontale : (Z; —4) = (1.21; —4).

— point singulier : (0;0). La limite de la pente de la tangente quand t — +oo est
donnée par :

L LY 1—2t t? _
mo= i om(t) = lim o = M T T
— lim =— lim ——- lim =
t—too (t —1)2(t + 1) t—too £+ 1 totoo (t —1)2
2
t ) t
. € Yoo H. . 6_ i
2't£r+nooz(t_1) = 2 0im o =t
4. Intersection avec les axes
L’équation x(t) = e—;t = 0 n’a pas de solution dans D¢, donc pas de point d’intersection

avec I'axe Oy.
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L’équation z(t) = t(tlfl)

section avec 'axe Ozx.

= 0 n’a pas de solution dans D¢, donc pas de point d’inter-

5. Représentation graphique

On commence par tracer un systeme d’axes (assez grand) dans lequel on reporte en
"traitillés” les asymptotes déterminées au point 2, ainsi que les éventuels trous et
sauts.

On dessine ensuite tous les points particuliers déterminés aux points 3 et 4 de la
méthode. Pour les points a tangente verticale, a tangente horizontale et singuliers, on
dessine également une petite partie de la tangente a la courbe en ces points.

Pour plus de précision, on calcule quelques points de la courbe C :
M_5 = (-3.69;0.17) ; M_o5 = (—3.30;1.33) ; My5=(0.15;1.33) ; ...

que 'on reporte sur le dessin.

On trace enfin la courbe d’apres les informations récoltées au point 3. On se base
notamment sur le tableau de signes réalisé a ce point. On obtient ainsi la représentation
graphique de C donnée ci-dessous.
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6.6 Exercices

1) Déterminer les équations cartésiennes des courbes dont les représentations paramé-
triques sont données ci-dessous, pour t € R :

;

a) C:

e) C:

\

2) Etudier et

(

a) C:

t
r = t—2 r = ——
b) C: t—1
y = 241 y = t+1
\
£ ( 1— 2
= _— €T = a- - ——
* 1+ t2 . 1+t
d) C:
ot _,. 2
Y7 1y LY T Ve
v= (1)
= r = acCos
cos(t) £) C:
y = btan(t) y = asin(t)

représenter graphiquement les courbes C définies ci-dessous :

( t2
_ 2 =
v=t b) C: v 1+¢2
3 . t?
= t = —_—)
Y (Y 1+12
3t ( 3t
r = — r = —
1+1¢3 d) C - 1+
3 3
YO 1y LY T Ty
t? 2 +1
xr = T =
t—1 f) C: 2t
-1 21
Y= e V= e
el e’
r = r = —
212 — 3t b C t
e _ 1
y = 3 YT it 2)
In(t (
r = In(t) r = a(t—sin(t))
! jc
y = tln(t) y = a(l—cos(t))
\
(
r = acos?(t) r = acos?(t)
) C:
y = asin’(t) y = asin(t)
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6.7 Solutions des exercices

20 —1
1) a) y=a2>+4r+5 b) y=—
2 2 2
Y z Y
) T=m O ZrE=!
2y 4,2 2 2\3
e) E_EZI f) a*z* = (a® — y°)
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Chapitre 7

Introduction a la programmation
linéaire

La programmation linéaire est une branche de I'optimisation permettant de résoudre de
nombreux problemes économiques.

7.1 Domaines du plan

Définition 7.1
Une inéquation linéaire a deux inconnues = et y est une inéquation qui peut étre
ramenée a la forme :

ar+by+c>=20

ou a, b, c € R. Le symbole > peut étre remplacé par un des symboles >, < ou <.

L’ensemble des points M de coordonnées (z;y) vérifiant I'inéquation ax + by + ¢ = 0 est
un demi-plan qui admet comme frontiere la droite d d’équation ax + by + ¢ = 0.
Remarque

Si le symbole d’inégalité est > ou <, les points de la droite frontiere d sont solutions de
I'inéquation. Dans le cas contraire ou le symbole d’inégalité est > ou <, les points de la
droite frontiere d ne sont pas solutions de I'inéquation.

Exemples

1. Le couple (—2;3) est une solution de l'inéquation 2z + 3y — 9 < 0 car
2-(=2)+3-3—-9 = —4 < 0. Par contre le couple (3;4) n’est pas solution
de Uinéquation 2z +3y —9 <0 car2-3+3-4—-9=9<«0.

2. L’ensemble des points M de coordonnées (x;y) vérifiant l'inéquation
20+ 3y —9<0
est un demi-plan qui se représente graphiquement en utilisant le droite frontiere
d:2x+3y—9=0

Cette droite passe, par exemple, par le point A de coordonnées (0;3) et le point
B de coordonnées (3,1).
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Ainsi, pour représenter l’ensemble des solutions de cette inéquation, on trace
tout d’abord la droite d. Puis, on considere un point test, c’est-a-dire, un point
n’appartenant pas a d qui permettra de savoir dans quel demi-plan l'inéquation
2x 4+ 3y — 9 < 0 est vérifiée(comme d partage le plan en deux demi-plans).
On peut prendre ici, par exemple, le point O de coordonnées (0;0). Comme les
coordonnées de O vérifient 2z 43y —9 < 0, ce point est solution de l’inéquation.
L’ensemble des points M vérifiant 'inéquation 2x+ 3y —9 < 0 est donc le demi-
plan de frontiére d contenant le point O. On hachure ou on colorie généralement
le demi-plan P solution.

Comme le signe d’inégalité est <, les points de la droite d sont solutions de
[inéquation et, pour le montrer, on dessine la droite d en trait plein. St le signe
dinégalité avait été > ou <, on aurait dessiné la droite d en traitillés pour
montrer que les points de cette droite ne sont pas, dans ce cas, solutions de
["'inéquation.

3. Le systeme d’inéquations

2 + 3y < 9
2 + y > 0

se représente graphiquement en utilisant les droites dy et dy d’équations :

dy @ 2x+3y=9
dy @ 2x+y=0

La premiére inéquation est équivalente a celle donnée a [’exemple 2.

L’ensemble des points M de coordonnées (z;y) vérifiant la seconde inéquation
2x+1y > 0 est le demi-plan admettant comme frontiere la droite dy (dessinée en
traitillés car le symbole d’inégalité est >) et contenant le point test (1;1) (on ne
peut pas considérer ici le point (0;0) car il appartient a la droite ds).

Pour représenter [’ensemble des points solutions du systeme d’inéquations donné
ci-dessus (points qui vérifient simultanément les deuz inéquations), on com-
mence par tracer les deux droites frontieres. On indique ensuite, par un petit
triangle, le demi-plan défini par chaque inéquation. Le domaine D représentant
I’ensemble des points satisfaisant toutes les inéquations est alors l'intersection
des demi-plans définis par les inéquations considérées.
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On hachure ou on colorie finalement ce domaine D pour indiquer [’ensemble des
solutions du systeme d’inéquations.

L5+ \
da '\

Y

Ainsi, pour représenter 1’ensemble des solutions d’une inéquation linéaire a deux incon-
nues de la forme ax + by + ¢ > 0 (ou avec un des symboles <, >, <), on peut suivre la
démarche suivante :

1. Dessiner la droite frontiere ax + by +c¢ =0 :
- en trait plein si le symbole d’inégalité est > ou <,

- en traitillés si le symbole d’'inégalité est > ou <.

2. Déterminer de quel coté de la frontiere sont les points qui satisfont I'inéquation
a I’aide d'un point test.

3. Colorier le demi-plan solution.

7.2 Programmation linéaire

7.2.1 Un exemple : ’artisan patissier

Un artisan patissier décide de confectionner des chaussons et des tartes aux pommes. En
allant inspecter ses réserves, il constate qu’il dispose de 3,5 kg de pommes, 1,5 kg de
pate et de 5 plaques.

Pour confectionner un chausson aux pommes, il utilise 200 g de pommes et 100 g de pate.
Chaque chausson est vendu 3 CHF.

Pour confectionner une tarte aux pommes, il utilise 500 g de pommes, 150 g de pate et
une plaque. Chaque plaque est divisée en 6 parts vendues chacune 2 CHF.

Combien de chaussons et de tartes aux pommes doit-il fabriquer pour maximiser son
chiffre d’affaire?

Formulation mathématique du probléme

Il faut traduire ce probleme dans une formulation mathématique afin de pouvoir le
résoudre. Cette formulation mathématique va généralement se réaliser en suivant les
3 points donnés ci-dessous :
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1)

Identifier les inconnues a déterminer dans le probleme. Ces inconnues sont appelées
variables de décision.

Dans notre exemple, il faut déterminer le nombre de chaussons et de tartes a confec-
tionner. On va noter

— x : nombre de chaussons aux pommes

— g : nombre de tartes aux pommes

Identifier les restrictions possibles — a chaque ressource disponible ou a chaque li-
matation correspond une inéquation. Ces inéquations sont appelées contraintes.

Dans notre cas, les ressources a considérer sont les pommes et les pates. De plus,
I’artisan patissier ne dispose que de 5 plaques. On considere alors ces trois ressources
et on associe a chacune d’elles une inéquation.

Pommes : Pour chaque chausson fabriqué, le patissier utilise 200 grammes de pommes.
Ainsi pour confectionner x chaussons, il va utiliser 200 - x grammes de pommes. De
méme, pour chaque tarte fabriquée, il utilise 500 grammes de pommes. Ainsi pour
confectionner y tartes, il va utiliser 500 - y grammes de pommes. Or, il ne possede que
3500 grammes de pommes.

Ceci se traduit par l'inéquation :

200z + 500y < 3500

Pate : Pour chaque chausson fabriqué, le patissier utilise 100 grammes de pate. Ainsi
pour confectionner = chaussons, il va utiliser 100 - x grammes de pates. De méme,
pour chaque tarte fabriquée, il utilise 150 grammes de pate. Ainsi pour confectionner
y tartes, il va utiliser 150 - y grammes de pate. Or, il ne possede que 1500 grammes de
pate.

Ceci se traduit par 'inéquation :

100z 4 150y < 1500

Plaque : Pour chaque tarte fabriquée, I’artisan utilise 1 plaque. Ainsi pour confection-
ner y tartes, il va utiliser 1 -y plaques. Or, il ne possede que 5 plaques.
Ceci se traduit par 'inéquation :

y<d

Ainsi, étant donné les réserves du patissier, les variables de décision z et y devront
satisfaire le systeme d’inéquations linéaires :

200 + 500y < 3500 pomimes
100z + 150y < 1500 pate
y < D plaques

De plus, le patissier ne peut pas fabriquer des quantités négatives. Ainsi, z et y doivent
encore vérifier les deux contraintes de non-négativité :

z =0 et y=0

Identifier ’élément a optimiser (4 mazximiser ou a minimiser). On parle généralement
de fonction objectif.
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Ici, le patissier désire maximiser le chiffre d’affaire associé a une production de x
chaussons et y tartes. Comme chaque chausson est vendu 3 CHF, il gagne 3 - = CHF
en fabriquant x chaussons. On admet généralement le fait que toute la marchandise
produite est écoulée. De plus, comme chaque tarte est divisée en 6 parts vendues
chacune 2 CHF, il gagne 2-6 -y = 12 -y CHF en confectionnant y tartes. La fonction
objectif R (ou le chiffre d’affaire) & maximiser est donnée par :

R=3x+ 12y

Résolution du probleme

On utilise maintenant cette formulation mathématique pour résoudre le probleme du
patissier.

On commence par dessiner le domaine D correspondant a 1’ensemble des solutions des
5 inéquations (contraintes) définies par le probleme. Pour chaque inéquation, on trace le
droite frontiere et on indique par un petit triangle le demi-plan défini par I'inéquation. On
colorie ensuite le domaine D correspondant a I’ensemble des points satisfaisant toutes les
contraintes. Ce domaine D est donné ci-dessous (coloriée en jaune). La solution optimale,
celle qui rend le chiffre d’affaire maximal, se trouve sur le bord ou a l'intérieur de ce
domaine.

©

1002 +-150y-=1500

Z

2002 + 500y = 3500

Qr b b & d o

A
! i i i i i i i i i i i i i i i i i i I i i l‘
4 -3 -2 —11 I 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 17 M\

>

Lol

2 1

A ce stade, on n’a pas encore utilisé la connaissance de la fonction objectif & maximiser :
R=3x+ 12y

En soustrayant 3z et en divisant par 12, on voit que cette équation est équivalente a

R — 3z 3 . R_ 1 R
— = ——2X —_— = ——X —_—
y 12 ' T T 1T

Ceci permet de constater que le chiffre d’affaire est directement lié a 'ordonnée a ’origine
de la droite de pente —i passant par le point (x;y). Ici, plus 'ordonnée a l'origine sera
importante, plus le chiffre d’affaire sera conséquent puisqu’il est égal a 12 fois I'ordonnée
a lorigine. Or, les contraintes forcent le point (x;y) a se trouver dans le domaine D. Il
faut donc trouver la droite de pente —i passant par au moins un point du domaine D et
ayant la plus grande ordonnée a l'origine possible.
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Graphiquement, on commence par dessiner le droite représentant la fonction objectif et
correspondant a un chiffre d’affaire de 0 (ou, de maniere équivalente, passant par I’origine
du repere) :

3r+12y =0

qui correspond a la droite de pente —i d’ordonnée a l'origine égale a 0.

On effectue ensuite une translation de cette droite de maniére a rendre son ordonnée a
I'origine la plus importante possible tout en gardant au moins un point de la droite dans
le domaine D.

Le point (z;y) correspondant a la production (ou solution) optimale est alors le dernier
point du domaine D que la droite représentant la fonction objectif touche lors de son
déplacement.

Y
9.
>
8t 100z 4 150y = 1500 1 :
\ Solution| optimale
6.
1 =
L 5 Yy 5
/
4}
Lo
; i
. D
R 1+
L~ Or N L A
a2 | 1‘2\3\\4\\5\6 78 9 10 11 12 13 14 15 17M\
IS R 4 PR Y s S »
2 L \\\,

Dans notre cas, ce point correspond au point d’intersection des droites d’équations
200z + 500y = 3500 et y = 6. On peut le déterminer en résolvant le systeme d’équations
linéaires :

200z + 500y = 3500

y = 5

La solution de ce systeme est le couple (5;5).
Ainsi, si I'artisan patissier veut maximiser son chiffre d’affaire, il doit confectionner 5
chaussons au pommes et 5 tartes au pommes. Son chiffre d’affaire sera alors de

R=3-5+12-5=75 CHF

Pour cela, il aura besoin de 200 -5+ 500 - 5 = 3500 g de pommes, 100 -5+ 150 -5 = 1250
g de pate et 1-5 = 5 plaques. On voit, ici, que le patissier n’utilise pas toute la pate pour
rendre son chiffre d’affaire maximale.

7.2.2 Demarche générale de résolution

On donne ci-dessous la démarche générale de résolution d’un probleme de programmation
linéaire que 'on peut modéliser a 1’aide de 2 variables de décision.
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1. Formuler le probleme sous une forme mathématique en identifiant les variables
de décision, les m contraintes et la fonction objectif.

2. Déterminer et représenter le domaine D correspondant a I’ensemble des solu-
tions des m inéquations (contraintes) définies par le probleme.

3. Tracer la droite représentant la fonction objectif et passant par l'origine du
repere.

4. Réaliser une translation de cette droite de maniere a rendre ’ordonnée a 1’ori-
gine
— la plus grande possible si on désire maximiser la valeur de la fonction ob-
jectif,
— la plus petite possible si on désire minimiser la valeur de la fonction objectif,

tout en gardant au moins un point de la droite dans le domaine D.

5. Le point correspondant a la solution optimale est le dernier point du do-
maine D que la droite correspondant a la fonction objectif touchera lors de
son déplacement.

Remarques

1.

Seuls les points (x;y) faisant partie du domaine D satisfont toutes les contraintes.
Mais en fait, la solution optimale sera toujours I'un des sommets de ce domaine si la
solution cherchée est un nombre réel.

. Dans 'exemple de I'artisan patissier, la solution optimale est en nombres entiers; ce

n’est de loin pas toujours le cas. Il faudra donc toujours chercher les coordonnées
exactes du sommet, que I'on détermine grace au dessin, en calculant I'intersection des
droites concernées.

Réaliser un dessin suffisamment grand pour étre précis. Ne pas le placer tout en bas
d’une feuille, car ceci posera probleme pour dessiner le droite correspondant a la fonc-
tion objectif.
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7.

1)

3 Exercices

Pour nourrir des bovins, on dispose de deux produits P et P’ composés des matieres
A, BetC.

Un sac de P pese 900 g et contient 100 g de A, 200 g de B et 600 g de C.
Un sac de P’ pese 600 g et contient 200 g de chacune des matieres.

Quotidiennement, chaque bovin doit consommer au moins 300 g de A, 500 g de B et

700 g de C.
Les prix respectifs par kilo de P et P’ sont de de 6 CHF et 4 CHF.

Quelle dépense journaliere minimale par bovin faut-il envisager, de sortes que chaque
bovin recoive une quantité de nourriture suffisante ?

L’organisateur d'une excursion doit louer des autocars pour transporter 400 personnes.

la société de transport a laquelle il s’adresse dispose de 10 autocars dont la capacité de
transport est de 30 personnes, et de 6 autocars dont la capacité est de 45 personnes.

Pour le premier type d’autocar, la société demande 1500 CHF par autocar. Pour le

second type, elle demande 2500 CHF par autocar.

a) Trouver le nombre d’autocars de chaque type que l'organisateur doit louer pour
que la location soit la moins chere possible.

b) Que se passe-t-il si la société demande 2000 CHF par autocar du second type eu
lieu de 2500 CHF.

Une entreprise de meubles fabrique des tables de salle & manger et des tables de cuisine
en utilisant trois types de machines M, M’ et M".

Pour fabriquer une table de salle a manger, il faut utiliser M pendant 1 heure, M’
pendant 1 heure et M” pendant 3 heures.

Pour une table de cuisine, il faut 1 heure de M, 2 heures de M’ et 1 heure de M".
Pour la période a venir, les machines M, M’ et M” ne sont respectivement disponibles

que 60 heures, 90 heures et 150 heures.

a) Sachant qu’une table de salle a manger rapporte 400 CHF et une table de cuisine
200 CHF, déterminer ce que doit produire 'entreprise pour réaliser un bénéfice
maximale.

b) Méme question dans le cas ol une table de salle & manger rapporte 200 CHF' et
une table de cuisine 300 CHF.

¢) Méme question dans le cas ou chaque table rapporte 300 CHF.

d) Méme question dans le cas ot une table de salle & manger rapporte 140 CHF et
une table de cuisine 420 CHF.
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7.4 Solutions des exercices

1) 11 CHF

) a) 10 autocars de capacité 30 et 2,22 autocars de capacité 45

b

4,33 autocars de capacité 30 et 6 autocars de capacité 45

b

c) 30 tables de salle & manger et 30 tables de cuisine, par exemple (infinité de solu-
tions)

2) a)
)

3) a) 45 tables de salle & manger et 15 tables de cuisine
) 30 tables de salle & manger et 30 tables de cuisine
)

d) 0 table de salle & manger et 45 tables de cuisine
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Chapitre 8

Produit scalaire

8.1 Définitions produit scalaire et norme

Le produit scalaire est une notion importante en géométrie pour traiter des questions
de longueurs, angles et orthogonalité, ainsi qu’en physique ou elle permet d’exprimer
plusieurs grandeurs physiques, notamment le travail d’une force lors d’'un déplacement.
A deux vecteurs, il associe leur produit, qui est un nombre (ou un scalaire, d’ot son nom).

Définition 8.1

On appelle produit scalaire de deux vecteurs u et ¢ le produit de la mesure algébrique
(avec signe) u de i et de la mesure algébrique ¢" de la projection orthogonale, ¥’; de ¢/
sur une droite de direction .

On note le produit scalaire de u et ¥ :

Y

)

Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U, W et le nombre réel A\, on a :

1. Commutativité : UelU="Tel

2. Bilinéarité : Ue (U+wW)=tUeVU+1UewW
3. Produit par un nombre réel : (AN-d)eU= A (Ue7)

4. Positivité : vetl =0

5. Vecteur nul : Geli=0=U=0

Définition 8.2
On appelle norme d’un vecteur u, la racine carrée du produit scalaire u ¢ . La norme
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de 4 se note |||

Remarque

La norme d’un vecteur est synonyme de la longueur de chacune des fleches représentant
ce vecteur.

Propriétés

Quels que soient les vecteurs 4, U et le nombre réel A, on a :

1. Positivité : ||| =0

2. Vecteur nul : @] =0 a=0
3. Produit par un nombre réel : | ||A-d|| = |A| - |||
4. Inégalité triangulaire : | + 9| < ||| + ||7]|

Proposition 8.1
Si A, B et C sont trois points tels que 1@ =, ﬁ = U et BAC = «a (« est 'angle entre
le vecteur u et le vecteur v), on a

—

e 0= ||| - [|U]] - cos(ev)

On appelle cette égalité 'expression géométrique du produit scalaire.

Démonstration. Soient A, B et C' trois points tels que ﬁ = 1, 1@ — # et BAC = a.
Pour le triangle ABC), les longueurs des cotés sont données par |||, ||7] et |7 — .

Le théoreme du cosinus affirme que
17— al* = [|a|]* + [|9]* - 2/|@]l]|7]| cos(a)

Nous pouvons utiliser la définition de la norme pour écrire cette égalité en terme de
produits scalaires

= Vel —TUell—UeU+Ueol
= UelU+TVelU—2 -UeT
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Nous obtenons alors 1’égalité
ﬁoﬁ+17og—2'ﬁol7:ﬁoﬁ+gol7—2- ||2_[|| . ||17|| 'COS(Q)
qui peut s’écrire, apres simplifications,

e = ||dl - |[7] - cos(a)

Il est également possible de démontrer cette égalité en partant du fait que la mesure
algébrique de v" est donnée par v’ = ||U]] - cos(a). O

Définition 8.3
On appelle vecteur unitaire un vecteur de norme 1.

U est un vecteur unitaire <= ||u]| = 1

Proposition 8.2
Si v # 0, les vecteurs unitaires de méme direction que v sont

U] = =7 - U et Uy = —==7 - U

141 il

8.2 Orthogonalité

8.2.1 Vecteurs orthogonaux et droites perpendiculaires

Définition 8.4
Deux vecteurs u et ¢ sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est égal a
7€ro.

—

Ul ter=0

Remarques

1. Le vecteur nul 0 est orthogonal a tous les autres vecteurs v, car 0o =0.

2. Le produit scalaire de deux vecteurs peut étre nul, sans que I'un des vecteurs soit nul.

Définition 8.5
Les droites d et g de vecteurs directeurs respectifs d et g sont perpendiculaires si les
vecteurs d et ¢ sont orthogonaux, c’est-a-dire si d e g = 0.

Remarque
Deux droites perpendiculaires sont nécessairement sécantes.
Définition 8.6

On appelle vecteur normal a une droite d tout vecteur 7 non nul orthogonal a un
vecteur directeur de cette droite.
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8.2.2 Repere orthonormé

Définition 8.7
Une base (i, 7) de V5 est dite orthonormée si

Il = 17l = 1
iej=0
Un repere (O;1;J) de 7 est dit orthonormé si
01] = 107 = 1
Ol +0.J =0

Remarque

Dans la suite du cours, sans mention contraire, on considérera toujours les bases de Vy
comme étant orthonormées et les reperes de m comme étant également orthonormés.

8.2.3 Expression analytique du produit scalaire

RN — Uy — U1 7
On considere les vecteurs @ = < ” ) et v = ( y ) donnés en composantes dans une
2 2

- -

base orthonormée (i, 7).

Proposition 8.3
Le produit scalaire des vecteurs @ et U est le nombre réel :

-~ o U1 U1
UeVU = . = Uj V1 + Uy - Vg
Uz V2

Démonstration. Dans la base orthonormée (;, j), on calcule le produit scalaire de o et ¥
(en utilisant les propriétés du produit scalaire) :

-,
[ ]

Uel = (U1;+UQJ) (’Ul";—FUQ'j)
= u11)1~i.i—|—u2v2-j.j+(u1v2+u2111)~i.'

=1 =1 =0
= UV + U2
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8.2.4 Expression analytique de la norme

U1

u ) donné en composantes dans une base orthonormée
2

On considere le vecteur @ = <
(4,7)-

Proposition 8.4
La norme du vecteur # est le nombre réel :

4] = Vi ot = \/u? + u3

8.2.5 Vecteur normal a une droite

Proposition 8.5
La droite d’équation cartésienne p : ax + by + ¢ = 0 admet le vecteur 77 = ( Z ) comme

vecteur normal.

Démonstration. Soient deux points A(z4;y4) et B(xp;yp) d'une droite d’équation carté-
sienne d : ax+by+c = 0. Nous allons montrer que les vecteurs 7 et ﬁ sont orthogonaux.

feAD = <Z) . <xB_xA):a‘(xB_xA)+b'(yB_yA)

Y —Ya
= (azp +byp) — (awa +bya) =0
:_072; Bed :—072;‘ Aed

Comme 71 est orthogonal a tous les vecteurs formés a partir de deux points de la droite
d, 1 est normal a d. 0
Remarque
Une droite peut étre déterminée par un point et un vecteur normal.

Exemple

Nous allons déterminer [’équation cartésienne de la droite d passant par le point
A(3; —1) et perpendiculaire a la droite (BC') avec B(3;—4) et C(2;4).

1. Un wvecteur normal de la droite d est :

-me=(1)-(2)-(3)-(3)

L’équation cartésienne partielle de d est —x + 8y +c =10

2. Comme A € d, on peut déterminer d en résolvant I’équation
(=1)-3+8-(=1)+¢c=0 — c=11

L’équation cartésienne de d est : —x + 8y + 11 =0
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8.2.6 Pentes de droites perpendiculaires

Proposition 8.6
Deux droites de pentes m et m’ non nulles sont perpendiculaires si le produit de leur
pentes vaut —1.

m-m = —1 ou m =—-——

Démonstration. Soient deux droites d et d' perpendiculaires, de pentes respectives m

- 1
et m’ non nulles. Ces droites admettent donc les vecteurs directeurs d = ( ) et

m
- 1
(1)

Ces deux vecteurs directeurs sont orthogonaux si et seulement si ded =1-1+m-m' =0
oum-m = —1. O
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8.3 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O;[;J) de 7 et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(i,7) = ((7;, (7}) de V3 associée.

1) On donne ci-dessous les vecteurs u, v, i et Z.

Calculer les produits scalaires suivants tout d’abord sans utiliser les composantes
scalaires des vecteurs (travail a partir de la définition du produit scalaire), puis en les

utilisant.

a) Uel b) e w c) UeZ d) weu
e) Wel f) We?Z g) Vel h) ved
i) vedd j) veZ

2) L’implication suivante est-elle vraie ?
Geb=del=b=0
avec @ # 0.

3) Soit un rectangle ABC'D dont les cotés [AB] et [BC] mesurent respectivement 10 et
4. On note I le milieu de [AD] et J le milieu de [C'D].

Calculer les produits scalaires suivants tout d’abord sans utiliser les composantes
scalaires des vecteurs (travail a partir de la définition du produit scalaire), puis en les
utilisant.

a) Al«AB b) AJeAB ¢) Jl«AB d) AB.BA
o) AB«AA £) AJ e AC ¢) 1J«BD ) DB

4) Dans le plan, on donne un triangle ABC' quelconque.

Construire les ensembles de points suivants :

a) E={M|BCe«AM =0} b) F—{M|AB«AM = AB « AC}
¢) G={M|BMe«CA>0} d) H = {M | AM « BM =0}
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5) Démontrer les implications suivantes et en donner une interprétation géométrique.
a) deb=0 =  |a+b]|=a-"b|

—, -,

by lal =[p = (@+b)e(@—b)=0

6) On donne les cinq vecteurs suivants : @ = < _23 ) U = < le ) W = ( _01 )’
a=1i—17,b=2i+ 3.

a) Calculer

a) u-U b) - c) u-u
d) @ - (0+ @) e) @-b f) @od
b) Comparer (i o ¥)* et (i o @) - (T V)
c) Calculer
a) [[all b) |I7]] c) ||
d) || = e) |la+ 7| £) lall

7) Soit le vecteur 4 = < _14 )

a) Déterminer un vecteur unité o' colinéaire a .

b) Déterminer un vecteur @ de norme 4 colinéaire a .

8) Calculer les composantes scalaires d’'un vecteur b orthogonal a @ = ( _512 ) et de
13
norme —.
2

9) Soit le triangle de sommets A(4; —6), B(9;9) et C(—1;4).

a) Vérifier, par calcul, que ce triangle est isocele.
b) Vérifier, par calcul, que ce triangle est rectangle.

c) Calculer 'aire de ce triangle.

10) Un triangle ABC est tel que a = 3, ¢ =2, § = 135°.

Calculer : ﬂo@,@o@,@u@et CTzl-C@

11) Un triangle ABC a pour cotés a =12, b=9 et c =T.
Calculer CTzl . @ .

12) On donne les points A(2;1) et B(3;—5).
a) Déterminer les sommets C' et D d’'un carré ABC'D dont [AB] est un coté.
b) Déterminer les sommets P et Q d'un carré APB(Q dont [AB] est une diagonale.
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13) On donne les points A(—2;4), B(1; —2) et C'(\; \).
Pour quels nombres réels \ le triangle ABC' est-il rectangle? Parmi les solutions,
trouve-t-on des cas ou le triangle est également isocele ?

14) On donne les points A(0;0) et C(6,6).
Trouver deux points B et D tels que le quadrilatere ABC'D soit un losange dont la
diagonale [BD] a une longueur double de celle de la diagonale [AC].

15) Décomposez ¢ en deux vecteurs @ et l;, ou a est parallele a 0 et b orthogonal a .

oe(3) e (L) we(F) e (3)
oo (h)oee(a) e (5) e ()

Que peut-on remarquer en comparant les composantes scalaires de @ et b?

16) Ecrire I'équation de la droite d passant par le point A(—5; —3) et perpendiculaire a la
droite g d’équation 5z + 4y — 20 = 0.

17) Soit le triangle ABC' de sommets A(2; —1), B(4;7) et C'(—2;1).
Ecrire I’équation de la hauteur passant par le sommet A.

18) On donne les équations de deux cotés d’un rectangle 2z —y+11 =0et 22 —y+1 = 0,
ainsi que ’équation de I'une de ses diagonales y = 3.

Trouver les sommets de ce rectangle.

19) Soient la droite d d’équation x — 2y — 4 = 0 et le point A(3;5).

Déterminer la projection orthogonale du point A sur la droite d.

20) Soient les points A(—2;1), B(1;2) et C(1;-1)

Déterminer le point M de la droite (OC') dont la projection orthogonale sur la droite
(AB) est le point M'(0;2).

21) Soient la droite d d’équation 3z — 4y — 8 = 0 et le point A(1;5).

Calculer les coordonnées du point symétrique du point A par rapport a la droite d.
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8.4 Solutions des exercices

1) a) 12 b) 0 c) —4 d) 16
) 6 g) 10 h) 12
) —

@
N—

w

s

3) a) 0 b) 50 ¢) —50 d) —100
e) 0 f) 66 g) —42 h) —42
6) a) a) b b) —2 c) 13
d) 3 e) —20 f) —8
c) g VI3 h) V17 i) 1
i) V13 k) V40 ) V20

-
R
ST
Il
Nolot O P
|
S
3
N——
=
<y
Il
VR
|
ﬁ\aﬁ‘"&
3
N——

9) Aire : £
10) BA-BC = 4,24 AB - BC = 4,24
AB-AC = 8,24 CA.CB=13,24
11) CA-BC = —
12) a) Deux solutions : C1(9; —4), D1(8;2) et Cy(—3; —6), Do(—4;0)
b) P<_%7 _g> (Q’ _%>
13) A1 = =5, A =10, \3 =5 et \y = —

Le triangle est isocele si )\ =—bousi A=

14) C(9;-3), D(-3;9)

15) a) 5=§(_11)v P _
1/1 - 3

_’:—— b:—

c) a 5<2>, =

) d:—4x+5y—5=0

) ho :x+y—1=0

18) (=3;5) (=43) (0;1) (1;3)
)
)
)
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Applications du produit scalaire

9.1 Angles

9.1.1 Angle de deux vecteurs

Définition 9.1
Soient A, B et C trois points tels que ﬁ =u et 1@ = 1.

L’angle « entre les vecteurs @ et v est égal a 'angle BAC.

C

|

£y

Formule

On peut déterminer I'angle « en se basant sur I'expression trigonométrique du produit
scalaire o U = ||t]| - ||7]| - cos(c) :

(@) Uet Ue
cos(a) = == ou = arccos | ————=-
]l - [[7]] [l - ]

9.1.2 Angle de deux droites

Définition 9.2
On appelle angle de deux droites d et g tout angle formé par deux quelconques de
leurs vecteurs directeurs d et g.

Formule

L’angle aigu a de deux droites d et g est donné par :

osay = 1028
ERE
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On peut également déterminer l'angle de deux droites non verticales a partir de leur
pente.
Formule

Soient deux droites d et d’ non verticales de pentes respectives m et m/. L’angle aigu «
des deux droites d et d’ est donné par :

m' —m

tan(a) = ‘m

Cette derniére formule sera démontrée en exercice.

9.2 Distances

9.2.1 Distance de deux points

Définition 9.3
On appelle distance de deux points A et B la norme du vecteur E La distance de A
a B se note 0(A; B).

5(A; B) = | AB|

Propriétés

Quels que soient les points A, B et C' du plan 7, on a :

1. Positivité : 0(A;B) >0
2. Distance nulle : )(A;B)=0 A=B
3. Inégalité triangulaire : | 6(A;C) < 0(A; B) 4+ 0(B; C)

Remarque

On peut définir d’autres distances dans le plan 7. Il suffit pour cela de déterminer une
application § de m x 7 vers R, qui vérifie les trois propriétés ci-dessus quels que soient
les points A, B et C' du plan.

Equidistance

L’ensemble des points du plan équidistants de deux points A et B est une droite appelée
médiatrice de [AB]

La médiatrice de [AB] passe par le milieu de [AB] et admet comme vecteur normal le
vecteur B .
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médiatrice

A L B
Miap)

Exemple

Nous allons établir I’équation cartésienne de la médiatrice du segment [AB] avec
A(=2;-1) et B(—1;3)

1. Un wvecteur normal de la médiatrice m est :

i=as= () -(3)-(4)=(3)

L’équation cartésienne partielle de m est x + 4y +c = 0.
2. Comme m passe par le point milieu de [AB], Mg = (—%; 1), on peut
déterminer ¢ en résolvant ’équation :

3 )

L’équation cartésienne de m est : x + 4y — g =0
9.2.2 Distance d’un point a une droite

Définition 9.4
La distance §(F; d) d'un point E a une droite d est la distance du point E a sa projection
orthogonale E’ sur d.

Formule vectorielle
Soit d la droite passant par un point A et de vecteur normal 7.

La distance du point E a la droite d est :
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Démonstration. Nous calculons tout d’abord le produit scalaire

— = — — —
A eii = (AE' + F'E) oii= AE « i+ E'E o ii = |E'E| - || - cos(a)
—_—

=0

—
ol « est I’angle entre les vecteurs E'F et 11. Or, cet angle est égal a 0° ou a 180°. Ainsi,
cos(a) = %1.

En prenant la valeur absolue des deux membres de 1'égalité, nous obtenons
—
AE o7l = |E'E] - ] -1

d’ou nous tirons
AL « 7

73]l

—
6(E;d) = [|[E'E|| =

Formule analytique

Soit d la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

La distance de point F(zo;yo) & la droite d est :

awmo + byo + ¢

D=

Démonstration. Cette formule s’obtient facilement en appliquant la formule vectorielle

avec le point A(0; 7°) de d et le vecteur 7 = ( “ orthogonal a d :

b

() - (5)
CJABed [\ o+ b )| awo+byo+b-¢|  lazo + byo + |
Gl

Equidistance

L’ensemble des points du plan équidistants de deux droites sécantes d et d’ est constitué
de deux droites appelées bissectrices de d et d'.

Les droites sécantes d’équations a;xz + b1y + ¢; = 0 et asx + boy + ¢ = 0 ont pour
bissectrices les deux droites d’équations

amr+biyteo 4 022 + boy + ¢
Va2 + b? a3 + b3

En prenant le signe +, on obtient 1’équation d'une des bissectrices, et avec le signe —,
I’équation de I'autre bissectrice. Ces deux droites sont perpendiculaires.
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bissectrice

bissectrice

—_—
Pour déterminer la bissectrice de I'angle a« = BAC, on peut utiliser la méthode décrite
ci-dessus. Parmi les deux droites obtenues, pour sélectionner la bissectrice qui convient,
on peut réaliser un dessin ou utiliser les inéquations de demi-plans.

Une autre méthode de construction, a préférer, est basée sur la construction de la bissec-
trice a la regle et au compas, ainsi que sur le fait que, lorsqu’on additionne deux vecteurs
de méme norme, leur somme est un vecteur directeur de la bissectrice de 'angle qu’ils
forment (car la diagonale d’'un losange est également bissectrice).

Ainsi, pour déterminer un vecteur directeur de la bissectrice de I'angle a@ = @, on
prend :
— un vecteur AB’ de mémes direction et sens que B
— un vecteur AC" de mémes direction et sens que A

s —
aB| = |ac’

tels que (on choisit généralement des normes égales a 1). Le vecteur

v = AB'" 4+ AC" est alors un vecteur directeur de la bissectrice de I'angle a. Il suffit
ensuite de considérer le point A pour obtenir I’équation de cette bissectrice.

Exemple

Soient les points A(4;8), B(4,2) et C(1;4). Pour déterminer la bissectrice de [’angle
a = BAC, on commence par déterminer

—
— le vecteur AB' = ”Al H B = % . ( —06 ) = ( _01 ) de mémes direction et

sens que Ag, mais de norme égale a 1.

B Ve A Ny v, B A s B N
levecteurAC_HA H 1@_5 (_4)_(

sens que AE%, mais de norme égale a 1.
Un vecteur directeur de la bissectrice est alors donné par

o=t () (3)-()r(3)- ()

L’équation cartésienne partielle de la bissectrice est b, : 3x —y +c¢ = 0.

) de mémes direction et

[SAEEE [V

En utilisant le point A, on détermine le coefficient ¢
3-4—-84c=0 — c=-4

L’équation cartésienne de la bissectrice de l'angle o est b, : 3z —y —4 =0
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9.3 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O;[;J) de 7 et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(i,7) = ((7;, (7}) de V3 associée.

. L (4 L ([ =2 . (2
1) Smentlesvecteursv—(1),w—( 3 )etz-(o).

Calculer les angles formés par les vecteurs :

a) Uetw b) W et ¥ c) vetZ? d) Zetw

2) Soit le triangle de sommets A(—2;5), B(4;7) et C(10; —1).

Calculer les trois angles de ce triangle.

3) Soit un rectangle de dimensions 12 et 8.

Calculer I'angle aigu d’intersection des diagonales.

4) Calculer 'angle aigu d’intersection de la droite d d’équation x +y — 2 = 0 avec :
a) l'axe des ordonnées
b) la droite g d’équation 4z +y+1 =10
5) Un triangle est donné par les équations cartésiennes de ses trois cotés :
dy:2x—=3y+5=0 do: —4x+2y+11=0 ds :bx+y=0

Déterminer les angles aigus d’intersection entre ces droites et en déduire les angles
intérieurs du triangle.

6) Calculer la distance des points A(3; —5) et B(8;7).

7) Calculer la distance du point P a la droite d dans les cas suivants, en utilisant la
formule vectorielle puis la formule analytique.

a) P(3;-2) d:4x+3y+9=0
b)  P(—2; —4) d:5z— 12y —12=0
c) P(3;-5) d:20—-Ty+8=0
d)  P(2;1) d:2z—2y—1=0

8) Soit le triangle de sommets A(—4;2) B(6;—1) et C(3;7).
a) Calculer le périmetre du triangle ABC.
b) Calculer la longueur de la hauteur issue du sommet B.
c) Calculer 'aire du triangle ABC.

9) On donne les points A(3; —2) et B(7;1).

Ecrire Iéquation de la médiatrice du segment [AB].
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10) Soit le triangle de sommets A(—2; —3), B(4;8) et C(0;6).

a) Déterminer :
— le centre de gravité G de ce triangle;
— l'orthocentre H de ce triangle;
— le centre €2 du cercle circonscrit a ce triangle.

b) Vérifier que les trois points G, H, ) appartiennent a une méme droite, appelée
droite d’Euler, et que G se trouve au tiers du segment 2H.

11) On donne les points A(4; —1) et B(—5;11).
Déterminer les points de la droite (AB) situés a la distance 3 de A.

12) Trouver les équations des droites passant par le point A(1;1) et dont la distance au
point B(—6;2) est égale a 5.

13) Soit la droite d d’équation 3z — 4y — 11 = 0.

Déterminer ’ensemble des points M situés a la distance 8 de la droite d.

14) On donne deux points A(2;1), B(8;9) et la droite d d’équation x + 2y — 30 = 0.

Déterminer les points C' situés sur la droite d et tels que 'aire du triangle ABC' soit
égale a 20.

15) Déterminer les équations des bissectrices des droites d’équations : x — 3y + 8 = 0 et
3r—y—1=0.

16) Trouver 1’équation de la bissectrice de I'angle aigu formé par les droites d’équations
3r+4y—1=0et dz+ 12y —2 = 0.

17) Soient les droites d : 8z — 15y — 120 = 0 et g : 5z + 12y — 60 = 0.
a) Etablir les équations des deux axes de symétrie de ces deux droites.

b) Montrer que ces deux axes sont perpendiculaires.

18) Soit le triangle de sommets A(9; —4), B(4;8) et C'(—5; —4).
a) Ecrire I’équation des trois bissectrices intérieures de ce triangle.
b) Calculer les coordonnées du centre du cercle inscrit dans ce triangle.

c) Calculer le rayon du cercle inscrit dans ce triangle.

19) Soit le triangle de sommets A(—11; —8), B(13;10) et C'(—11;0).

Déterminer le centre et le rayon du cercle inscrit dans ce triangle.

20) Deux droites d; et dy ont pour bissectrice la droite d’équation 3x — 2y + 16 = 0.
Trouver 1’équation de d;, connaissant I’équation de ds : x — 2y + 8 = 0.
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9.4 Solutions des exercices

1) a) 109,65° b) 109,65° c) 14,04° d) 123,69°
2) a=45°, [ =108,43°, v =26,57°
3) 67,38°
4) a) 45° b) 30,96°
5) Angles intérieurs du triangle : 112,38°, 37,88°, 29, 74°
6) 13
49 3
7) a) 3 b) 2 c) W d) B

8) a) Périmetre : 27,58
b) Longueur hauteur : 8,25
c) Aire : 35,5

m[AB}:4x+3y—£:O

17) Axes de symétrie : a: 192 — 399y — 540 = 0 et @’ : 189z + 9y — 2580 = 0

)
10) a) G(3; %), H(-555), Q&)
1) () e (2-2)
12) Droitesd:4x+3y—7=0etd :3z —4y+1=0
13) E={M(z;y) € R? | 3z — 4y — 51 = 0 ou 3z — 4y + 29 = 0}
14) Ci(55 8), Ca(ih D)
15) Bissectrices by :2x 4+ 2y —9=0et by : 4z —4y+7=0
16) Bissectrice b: 64z + 112y —23 =0
)
)

18) a) ba:2x+3y—6=0, bp:8r—y—24=0, bo:x—2y—3=0
b) €(3;0)
c) r=4

19) Centre : Q(—8; —2), rayon : r = 3

20) dy :292 —2y+120=0
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Chapitre 10

Le cercle

10.1 Définition

Définition 10.1
On appelle cercle ¢ de centre () et de rayon r (r € R, ) I'ensemble
des points M du plan situés a la distance r du centre 2. On a donc :

M

M€ e §(M) = ||QM| =r

On note ce cercle : ¢(§2;7).

10.2 Equation cartésienne d’un cercle

Soit le cercle ¢ de centre Q(zo;yo) et de rayon 7.
Un point M (z;y) appartient au cercle ¢ si et seulement si 6(2; M) =r. On a :
H J—
- = (550 )l
Y—%o

& V@—2)2+y—w)=r

& |[(@—2)+(y—w) =r

Cette derniere relation est appelée équation cartésienne (canonique) du cercle c.

En développant la formule ci-dessus, on obtient une équation de la forme
az? +ay? +2bx +2cy+d=0
avec a # 0, appelée équation générale d’un cercle.

Remarque

Tous les cercles peuvent s’exprimer par une équation du type ax? +ay? +bx +cy+d = 0,
mais I'ensemble des points vérifiant une équation de ce type n’est pas nécessairement un
cercle (ce peut étre I'ensemble vide).

117



Mathématiques, MAP 2°Me année 10. Le cercle

Exemple

Soit le cercle ¢ donné par l'équation générale : x* + y* — 10z + 4y + 13 = 0. Nous
allons déterminer le centre € et le rayon r de ce cercle.

Lidée est de transformer l’équation générale en l’équation cartésienne canonique
pour pouvoir y lire directement € et r. On commence pour regrouper les termes en
x et y, puis on “complete les carrés”.

v — 10z +y* +4y+13 = 0

— =

(@=5)2-25  (y+2)2—4
(x—5)2+(y+2)? = 25+4—13
=57+ (y+2)? = 16

Le cercle ¢ a pour centre Q(5; —2) et pour rayon r = /16 = 4.

Définition 10.2
On appelle disque ouvert (£2;7) ’ensemble des points M du plan tels que §(€2; M) < r.

N

On appelle disque fermé (§2;r) 'ensemble des points M du plan tels que 6(€2; M) < r.

10.3 Positions relatives d’une droite et d’un cercle

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d’une droite d et
d'un cercle ¢(Q; 7).

5(Qud) < r 5(Qud) =r 5(Qd) > r

Deux points A et B Un unique point T
d’intersection d’intersection

Aucun point d’intersection

Définition 10.3
Une droite tangente au cercle ¢(Q2;7) est une droite située a la distance r de €.

Propriété

La droite tangente au cercle ¢(€2;r) au point 7" a pour vecteur normal (ﬁ

Calcul de l'intersection d’une droite et d’un cercle

On donne ici une méthode pour déterminer I'intersection d’une droite d et d'un cercle c.

Les points communs au cercle et a la droite ont des coordonnées qui vérifient 1’équation du
cercle et ’équation de la droite. Pour calculer les coordonnées des points d’intersection,
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il suffit donc de résoudre le systeme formé de I'équation cartésienne du cercle et de
I’équation cartésienne de la droite.

Pour ceci, on isole une des inconnues dans 1’équation cartésienne de la droite et on la
substitue dans I’équation cartésienne du cercle.

On obtient alors une équation de degré 2 a une inconnue, qu’on résout.

— Si cette équation admet deux solutions, alors 'intersection est constituée de deux points
Aet B.

— Si cette équation admet une seule solution, alors l'intersection est un point 7. d est
tangente au cercle c en T'.

— Si cette équation n’a pas de solution, alors I'intersection est vide.

Exemple

Soient le cercle ¢ : x* +1y*> —8x—6y = 0 et la droite d : 22—y —10 = 0. Nous allons
déterminer leur(s) éventuel(s) point(s) d’intersection en résolvant le systéme

> +y?—8x—6y = 0
20 —y—10 = O — y=2x—10

On peut 1soler y dans l’équation de la droite et substituer cet y dans [’équation du
cercle pour obtenir

2* + (22 — 10)? — 8z — 6(2z — 10) =
2 + 42® — 400 4+ 100 — 8z — 122 + 60 =
52% — 60z + 160 =

z? — 12z + 32

o O O O

Le discriminant de cette équation est A =122 —4-1-32 =16 = 42,

Comme A > 0, la droite d et le cercle ¢ s’intersectent en deuz points A et B. Les
coordonnées de ces points sont :

12+ 4
12 -4

On a donc les deux points d’intersection A(8;6) et B(4; —2).

Définition 10.4
L’angle aigu d’intersection entre une droite et un cercle est 1'angle aigu formé par la
droite et la tangente au cercle en un des points d’intersection.
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10.4 Position relatives de deux cercles

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux cercles
c(Q R) et (V1) avec R > r.

S Q)<R—r

S Q) =R—r

{

(O QY)>R—r
I(KQY)<R+r

5 Q) =R+4r

() >R+r

Nn:0

N : un point [

N:Aet B

M : un point [

Nn:0

Calcul de l'intersection de deux cercles

On donne ici une méthode pour déterminer l'intersection de deux cercles ¢ et .

Les points communs aux deux cercles ont des coordonnées qui vérifient les équations de
ces deux cercles. Pour calculer les coordonnées des points d’intersection, il suffit donc de
résoudre le systeme formé par les équations cartésiennes de ces deux cercles.

En soustrayant les équations de ces cercles, on obtient I’équation d’une droite qui passe
par les éventuels points d’intersection (car les solutions d’un systeme d’équations sont
aussi solutions des combinaisons linéaires des équations du systeme). On est ainsi ramené
a la recherche des points d’intersection d’une droite et d’un cercle.

Exemple

Soient les cercles ¢ : 22 +y?> —8x — 6y = 0 et ¢ : 22 + y?> — 162 — 2y + 40 = 0.
Nous allons déterminer leur(s) éventuel(s) point(s) d’intersection en considérant
tout d’abord la différence des deux équations du systéme :

{x2+y2— 8z — 6y =

2?2 +y? — 160 — 2y +40 = ©)

o | © O

8r —4y —40 =
En divisant par 4 les deux membres de [’équation obtenue, on trouve l’équation de
la droite d : 2z —y — 10 = 0.

On doit maintenant déterminer les éventuels points d’intersection entre le cercle
c: 2?4+ y?—8x—6y =0 et la droited : 2x—y—10 = 0, ce qui a été fait a l’exemple
précédent.

Ainsi les cercles ¢ et ¢ s’intersectent en A(8;6) et B(4; —2).

Définition 10.5

L’angle aigu d’intersection entre deux cercles est I'angle aigu formé par les tangentes a
ces cercles en un des points d’intersection.
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10.5 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O;[;J) de 7 et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(i,7) = ((7;, (7}) de V3 associée.

1) Ecrire I’équation cartésienne développée des cercles suivants :
a) cercle de centre O (origine) et de rayon r = 3.

b) cercle de centre Q2(6; —8) et passant par 'origine.

2) Ecrire Péquation cartésienne développée du cercle de diametre [AB], avec A(3;2) et
B(-1;6).

3) Les équations suivantes définissent-elles des cercles? Si oui, déterminer le centre et le

rayon.

a) 2 +9*+6x—16=0 b) 2* +y? — 22+ 4y —20 =0
c) 2 +y? +62—8y =0 d) 22 +y* +42—2y+5=0
e) * +y* +6x—8y+26=0 f) 222 +2y* — 92 +4y—8=0

4) Représenter graphiquement 'ensemble E' des points M (z;y) tels que y = v/4 — 22.
Exprimer la fonction f dont le graphe est E.

5) a) Ecrire la fonction f dont la représentation graphique est le demi-cercle situé au-
dessus de son diametre horizontal [AB], avec A(—3;5) et B(3;5).

b) Méme question pour le demi-cercle situé au-dessous du diametre [AB].

6) Ecrire I'équation cartésienne du cercle passant par les points A(3;1), B(—1;3) et dont
le centre appartient a la droite d’équation 3z —y — 2 = 0.

7) Ecrire I'équation cartésienne du cercle circonscrit au triangle de sommets A(7;4),

B(2;—1) et C(7;0).

8) Ecrire I'équation du cercle inscrit dans le triangle de sommets A(2; —1), B(—1;5) et
C'(10; 3).

9) On donne la droite d : 4z — 3y = 19 et le cercle ¢ : 22 + y* — 8z + 2y = 8.
a) Déterminer leur position relative.

b) Déterminer les éventuels points d’intersection.

10) Déterminer l'intersection de la droite d d’équation z—2y = 1 avec le cercle ¢ d’équation
22 +y?—8r+2y+12=0.

11) Etablir I’équation de la tangente au cercle d’équation 2% + 2 + 4z — 6y = 12 au point
T(=5;7).
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12) Etablir I'équation des tangentes au cercle d’équation 22 + y? + 22 = 19 passant par le
point A(1;6).

13) Etablir I'équation des tangentes au cercle d’équation x? + 3> + 10z — 2y +6 = 0
paralleles a la droite d : 2z +y — 7 = 0.

14) Former I’équation du cercle de centre 2(1; —1) tangent a la droite d : 5z —12y+9 = 0.

15) Ecrire I'équation du cercle passant par le point A(4;7) tangent a la droite d d’équation
4x — 3y + 15 = 0 au point 7°(0;5).

16) Déterminer 1’équation des cercles tangents aux deux droites d : 7x —y — 5 = 0 et
d :z+y+ 13 =0, un des points de tangence étant 7'(1;2).

17) On donne les cercles ¢ : 2> + y> +3x —y=0et ¢ : 2> + y* + 20+ y + 1 = 0.
a) Déterminer leur position relative.

b) Déterminer les éventuels points d’intersection.

18) On donne les cercles ¢ : 2° +y? —4x =32 et ¢/ : 2® + y* + 22 — 6y +9 = 0.

Déterminer leurs éventuels points d’intersection.

19) Soit le cercle ¢ : 1622 + 16y* + 487 — 8y — 43 = 0.
a) Déterminer le point du cercle le plus proche de 'origine.

b) Déterminer le point du cercle ¢ le plus proche de la droite d : 8z — 4y + 73 = 0.

20) Calculer I'angle d’intersection
a) de la droite d : 2z —y = 3 et du cercle ¢ : ? + y? — 3x + 2y = 3.
b) des deux cercles c¢: 2®> +y* +3r =yet ¢ : 2> +y* +2x+y+1=0.

21) Soient A(2;3) et B(5;0) deux sommets consécutifs d'un carré.

Déterminer les deux autres sommets. Donner toutes les solutions

22) On donne les points A(1; —4) et B(3;2).

— =
Déterminer le lieu des points M tels que AM « BM = 6.

23) Soit le cercle ¢ : 2% + y* — 4z + 6y = 32 et le point A(4;1).
a) Le point A est-il situé a l'intérieur du cercle ?

b) Déterminer analytiquement le plus petit des deux secteurs angulaires définis par le
cercle ¢ et les demi-droites [20) et [2A), O étant l'origine et € le centre du cercle
c.

c) Calculer 'aire de ce secteur angulaire.

page 122



Mathématiques, MAP 2°Me année

10. Le cercle

10.6 Solutions des exercices

1) a) 224+4y*—9=0
b) 22 +y* — 122 + 16y =0

2) * +y* —2x—8y+9=0

3) a) Q=3;0),r=5 b) Q(1;-2),r=5
c) Q=3;4),r= d) -
e) — f) Q3;-1),r=317
g f 2 = 02
) x oy = V4 — 22
5 fo =331 = [5:8]
) a) x = oy =5++9—a?
by [=3:3] = [52]
x = oy=5—+v9—212
6) 22+ y* —4x —8y+10=0

b) I1(1;=5), I(7;3)

10) 1(3;1)

11) t:3x —4y+43 =0

12) t1: 22 +y—8=0, to:—x+2y—11=0

13) t1: 22 +y—1=0, t2:224+y+19=0

15) 22+ y* -8z —4y—5=0

16

)
)
)
)
14) (x =12+ (y+1)*=4
)
) er:(x—29)2%+ (y+2)2=800, c:(z+6)>+ (y—3)%=50
)

17) a) Deux points d’intersection

b) Li(=1;=1); (=5 —3)
18) Pas de point d’intersection (¢’ a U'intérieur de c)
19) a) P(0,72;—0,12)

b) P(=3;3)

20) 1) 79,7°
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2) 18, 42°
21) C1(2;-3), D1(—1;0) ou C5(8;3), Dy(5;6)
22) Cercle d’équation (z —2)* + (y + 1)* = 16

23) a) A lintérieur
c) Aire : 23.67
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Chapitre 11

Coniques

11.1 Introduction

Les sections coniques, appelées également coniques, peuvent étre obtenues par l'inter-
section d’un cone circulaire droit a deux nappes et d’un plan. En modifiant le position du
plan, on peut obtenir une ellipse (le plan coupe le cone une seule fois selon une courbe
fermée), une parabole (le plan coupe le cone une seule fois selon une courbe non fermée),
ou une hyperbole (le plan coupe le cone deux fois), comme le montre la figure ci-dessous.

Ellipse Parabole Hyperbole

On obtient des coniques dégénérées si le plan coupe le cone en un seul point ou le long
d’une ou de deux droites qui se trouvent sur le cone. Dans I’ Antiquité, les Grecs ont étudié
les sections coniques de maniere tres approfondie, et ils ont découvert des propriétés qui
permettent d’établir leurs définitions en termes de points et de droites, comme on le fera
dans ce chapitre.

11.2 Ellipses

11.2.1 Définition

On considére deux points F' et F’ du plan et un nombre réel a tel que 6(F; F') < 2a.
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Définition 11.1
L’ensemble £ des points M du plan dont la somme des distances aux points F' et F” est
égale a 2a est appelé ellipse.

E={M |o6(M;F)+0(M; F') =2a}

Les points I' et F' sont appelés foyers de D'ellipse.

On peut facilement construire cette ellipse sur une feuille de papier. Il suffit de piquer deux
punaises aux points F' et F’ et de fixer un bout de ficelle de longueur 2a aux punaises.
Apres avoir passé la ficelle autour d’un crayon, il faut le déplacer en maintenant la ficelle
tendue. La somme des distances 6(M; F') et §(M; F') est alors égale a la longueur de la
ficelle et est donc constante. Ainsi, le crayon tracera une ellipse dont les foyers sont F et
F'.

L’ellipse admet un centre de symétrie appelé centre de l'ellipse. Il est généralement noté
2 et correspond au milieu du segment [F'F”].

L’ellipse possede deux axes de symétrie orthogonaux. L’un d’eux passe par les foyers
et est appelé axe focal ou grand axe. L’autre axe est appelé petit axe. On nomme
sommets de ellipse les points d’intersection A, A’, B et B’ de la courbe avec ses axes.

On désigne encore par 2c¢ la distance (appelée distance focale) entre les deux foyers F' et
F': §(F; F') = 2ec.

11.2.2 Ellipse centrée a l'origine et d’axe focal Ox ou Oy

Pour obtenir une équation cartésienne ”simple” d’une ellipse, on peut tout d’abord
considérer une ellipse £ dont le centre est l'origine O du repere et dont les deux foyers
appartiennent a ’axe Ox. Pour que la distance focale soit égale a 2c¢, les coordonnées des
foyers sont F'(c;0) et F'(—c;0). Dans ce cas, un point M (x;y) appartient a lellipse si les
conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :
Me€& & 6(M;F)+6(M;F')=2a
— —

& ||FM| + |[F'M|| = 2a

& VE—c2+y—-02+(z+c)2+(y—0)2=2a

& V- +yP=2a—(r+c)+y
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En élevant au carré les deux membres de la derniere équation, on obtient

McE & 2°—2cx+c+y*=4a® —4day/(z+c)2 +y2+ 2> + 2cx + & + ¢
& dav/(r+ )2+ y? = 4a® +dex
& ay(r+e)2+yi=ad’+cx

En élevant encore une fois au carré les deux membres de I’équation, on trouve

Me& & a*(2°+2cx+ A +9°) =a' + 2a’cx + *2°
& a®2® 4 2d%cx + a’ + a*y? = a* + 2dPcx + Ao
o ¥ — At 4+ ay? = at — 2P

& 2% - &)+ a*y? = a*(a® - &)
En divisant les deux membres de I’équation par a®(a® — ¢?), on obtient
2 2

X
Met & §+a2_02

Comme a > ¢, on peut poser que b = Va2 — ¢2 ou |b? = a®> — ¢ | Avec cette substitution,
on trouve I’équation cartésienne de l'ellipse centrée a 'origine et d’axe focal Ox :

IL‘2 y2
2 e !

On peut maintenant calculer les coordonnées des points d’intersection avec l'axe des
2

abscisses en posant y = 0 dans cette équation cartésienne. On obtient alors — =1 ou
a
2% = a%. Par conséquent, les coordonnées des sommets correspondants de ellipse sont

A(a;0) et A'(—a;0). Le segment [OA] est parfois appelé demi-grand axe et a comme
longueur a. Pour les coordonnées des points d’intersection avec l’axe des ordonnées, on
pose x = 0 et on obtient les sommets B(0;b) et B'(0; —b). Le segment [OB] est parfois
appelé demi-petit axe et a comme longueur b. Le demi-grand axe est toujours plus long
que le demi-petit axe, car a > b.

On peut également vérifier facilement, a ’aide de I’équation cartésienne, que l'ellipse est
bien symétrique par rapport a l'origine, I’axe des abscisses et 1’axe des ordonnées.

En réalisant une démarche similaire, on peut montrer que ’équation cartésienne d’une
ellipse centrée a l'origine O et dont les foyers appartiennent a I'axe Oy est
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B'(=b;0) (b;0)

B’(0; —b)

Ellipse centrée a l'origine et d’axe focal Ox A’'(0; —a)

Ellipse centrée a lorigine et d’axe focal Oy

11.2.3 Ellipse centrée en () et d’axe focal parallele a Ox ou a Oy

On considére maintenant une ellipse £ centrée en Q(zg;yo) et dont l'axe focal est pa-
rallele a I’axe des abscisses. Au lieu de considérer le repere orthonormé (O, I, J), on peut
considérer 'ellipse dans le repere orthonormé (€2; I’; J') ou I’ se situe sur le grand axe et
J' sur le petit axe.

L’ensemble des points M de coordonnées (2';y’), considérées par rapport au repere
(Q; I'; J'), appartenant a lellipse vérifient I’équation cartésienne

déterminée dans le paragraphe précédent. Or, le point M peut aussi étre considéré dans
le repere (O; I; J). Dans ce cas, ses coordonnées sont (x;y) et sont liées aux coordonnées
précédentes de M par

{:c = 2+ x {:c' = z—
/ ou /
Yy = ¥yt vy o= Y=Y

A Taide de ces relations, on obtient facilement ’équation cartésienne de l'ellipse &’
dans le repere (0;1;J) :

(55 - 370)2 (y - y0)2
a? i b? -1

Si ellipse est centrée en €(xq; yo) et que son axe focal est parallele a 1’axe des ordonnées,
I’équation cartésienne précédente devient :

(90 - $o)2 (?/ - yo)2
b? i @ !
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Al

Ellipse centrée en Q(xo;yo) et d’aze focal paralléle ¢ Ox

Ellipse centrée en Q(xo;y0) et d’aze focal paralléle a Oy

En développant et en simplifiant cette équation cartésienne ou 1’équation cartésienne
précédente, on obtient une équation de la forme

Ar* +Cy* + Dz + Ey+ F =0

ol les coefficients sont des nombres réels et A et C sont tous deux positifs. Réciproque-
ment, si on commence avec une équation de ce type, alors, en complétant les carrés, on
peut obtenir une forme qui permet de trouver le centre de l'ellipse et les longueurs du
demi-grand axe et du demi-petit axe.

Exemple

Soit Uellipse &' donnée par I'équation : 1622 +9y*+64x — 18y —71 = 0. Nous allons
déterminer le centre ) et les longueurs du demi-grand axe, a, et du demi-petit axe,

b.

L’idée est de transformer cette équation pour pouvoir y lire directement le centre
et les longueurs cherchées. On commence par regrouper les termes en x et y, puis
on "compléte les carrés”.

1622 +64x 4+ 9y*> — 18y = 71

16- (2° +42)+9- (y* —2y) = 71

N—— N——

(z+2)2—4 (y—1)2-1
16-(x+2%+9-(y—1)2 = 7T1+16-4+9-1
16-(x+2)%4+9-(y—1)? = 144

2 _1\2
(z +2) +(y D _
9 16

L’ensemble des points vérifiant cette équation est donc une ellipse de centre
Q(=2;1) dont l'axe focal est la droite verticale d’équation v = —2, car 9 < 16.
Le demi-grand aze mesure donc a = /16 = 4 et le demi-petit axe b = V9 = 3.
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11.3 Hyperboles

11.3.1 Définition

On considere a nouveau deux points F' et F” du plan et un nombre réel a tel que 0(F’; F”) >
2a. La définition d'une hyperbole est semblable a celle d'une ellipse. La seule différence
est qu’au lieu d’utiliser la somme des distances aux deux points F' et F’, on utilise la
différence.

Définition 11.2
L’ensemble H des points M du plan dont la valeur absolue de la différence des distances
aux points F' et F' est égale a 2a est appelé hyperbole.

H={M||o(M; F) = 6(M; F')| = 2a}

Les points F' et F” sont appelés foyers de I’hyperbole.

L’hyperbole admet un centre de symétrie appelé centre de I’hyperbole. Il correspond au
milieu de segment [F'F'] et est généralement noté €.

L’hyperbole possede deux axes de symétrie orthogonaux. L’un d’eux passe par les foyers
et est appelé axe focal ou axe transverse. L’autre axe est appelé axe non transverse.
On nomme sommets de 'hyperbole les points d’intersection A et A’ de la courbe avec
I’axe focal.

On désigne encore par 2¢ la distance (appelée distance focale) entre les deux foyers F' et
F': §(F; F') = 2c.

11.3.2 Hyperbole centrée a ’origine et d’axe focal Oz ou Oy

On considere tout d’abord une hyperbole H dont le centre est 1'origine O du repere et
dont les deux foyers appartiennent a 'axe Ox. Pour que la distance focale soit égale a
2¢, les coordonnées des foyers sont F(c;0) et F'(—c;0). Dans ce cas, un point M (z;y)
appartient a l’ellipse si les conditions suivantes sont vérifiées :

Me& & |6(M;F)—6M;F)| =2a
F— I—)
& |IFM| = |[F"M]|| = 2a
& [VE—c+ -0 —(@+?+(y—0)?=2a
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En appliquant un raisonnement similaire a celui réalisé pour l'ellipse, on peut écrire
I’équivalence :

Meé & z—+

Comme ¢ > a, on peut poser que b = vc2 — a2 ou |b? = ¢ — a?| Avec cette substitution,
on trouve I’équation cartésienne de I'hyperbole centrée a l'origine et d’axe focal Ox :

2 2
x
-5 =1
a b
On peut maintenant calculer les coordonnées des points d’intersection avec 1'axe des
2
x
abscisses en posant y = 0 dans cette équation cartésienne. On obtient alors — =1 ou
a
2? = a?. Par conséquent, les coordonnées des sommets de I’hyperbole sont A(a;0) et
A'(—a;0). La représentation graphique n’a pas d’intersection avec I’axe des ordonnées,
2

car I'équation —Y _1 ala solution complexe y = +bi.

b2
On peut également vérifier facilement, a ’aide de I’équation cartésienne, que l'ellipse est
bien symétrique par rapport a l'origine, I’axe des abscisses et 1’axe des ordonnées.

La résolution de I’équation cartésienne de I'hyperbole par rapport a y permet d’obtenir
les équations :

b
Yy = iav x2 — a?
Si 22 — a® < 0 ou, de maniere équivalente, —a < z < a, il n’y a aucun point (z;y) sur la
) ) ) Y

courbe. Des points M (x;y) sont sur la courbe si x > a ou x < —a.

Proposition 11.1
L’hyperbole admet deux asymptotes d’équations :

y==x-x
a

Démonstration. On commence par déterminer la pente, si elle existe, des asymptotes
obliques en calculant la limite (en raison de la symétrie centrale, le comportement est
identique en —oo et en +00) :

—1
—
b b a?
:l:—\/,j(j‘z—a2 ZtEZL' 1——2
m= lim —4— = ljm —+ ¥ — 4~
r— 400 T r— 400 €T a
L’ordonnée a 'origine est donnée par :
b2 b2
b b (@ —a?) —
h = liIJP +—vVa?—a?— (+-x) = liIJP (? d 2
T—>+00 T—>+00
“ “ +—Vr?2 —a®+ <i—x)
a a
—p?
= hrf ; - ; =0
T—1+00
T-x14/1— a_2+ <i—x)
a x a
——

—1
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b
L’hyperbole admet donc deux asymptotes d’équations y = +—ux. O
a

On peut aussi montrer que ’équation cartésienne d’une hyperbole centrée a 'origine
et dont les foyers appartiennent a 'axe Oy est

Hyperbole centrée a lorigine et d’axe focal Ox

Hyperbole centrée a lorigine et d’axe focal Oy

11.3.3 Hyperbole centrée en () et d’axe focal parallele a Ox ou
a Oy
On considére maintenant une hyperbole H’ centrée en (x;y0) et dont I'axe focal est

parallele a I'axe des abscisses.

En réalisant une démarche similaire a celle réalisée pour les ellipses, on peut montrer que
I'hyperbole H’' admet comme équation cartésienne :

(z — 20) _ (y — w0)’ —1
a? b2 B

b
Cette hyperbole admet deux asymptotes de pentes £— passant par le centre (2.
a

Si I'hyperbole est centrée en Q(zo;yo) et que son axe focal est parallele a I’axe des or-
données, I’équation cartésienne précédente devient :

(?/ - yo)2 (90 - xo)Q —1
a? - b2 N

a
Cette hyperbole admet deux asymptotes de pentes ig passant par le centre Q.
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'
'
'
7

Hyperbole centrée en Q(xo;yo) et d’aze focal paralléle &
Oz

Hyperbole centrée en Q(zo;y0) et d’aze focal paralléle a
Oy
En développant et en simplifiant cette équation cartésienne ou 1’équation cartésienne

précédente, on obtient une équation de la forme
Ar* +Cy* +Dx +Ey+F =0

ou les coefficients sont des nombres réels et A et C' sont de signes différents. Réciproque-
ment, si on commence avec une équation de ce type, alors, en complétant les carrés, on

peut obtenir une forme qui permet de trouver le centre de I’hyperbole et la valeur des
coefficients a et b.

Exemple

Soit Uhyperbole H' donnée par I’équation : 9x* — 4y* — 54x — 16y + 29 = 0. En
regroupant les termes en x et en y, puis en "complétant les carrés”, on obtient :

92% — 5dx — 4y* — 16y = —29

9. (2% —6z) —4-(y*+4y) = —29
N—_—— N——
(x—3)2-9 (y+2)2—4
9-(r—32%*—4-(y+2?* = -294+9-9-4-4

9-(r—3)*—4-(y+2)?* = 36

(:p—3)2_ (y +2)? _
4 9

L’ensemble des points vérifiant cette équation est donc une hyperbole de centre
Q(3; —2) dont l'azxe focal est la droite horizontale d’équation y = —2. Les valeurs
des coefficients a et b sont a =2 et b = 3.

Les équations des asymptotes sont

3
y—(=2) = +5(@—3)
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11.4 Paraboles

11.4.1 Définition

On considere une droite d du plan et un point F' n’appartenant pas a cette droite.

Définition 11.3
L’ensemble P des points M du plan dont la distance a la droite d est égale a la distance
au point F' est appelé parabole.

P ={M|5(M;F)=45(M;d)}

La droite d est appelée la directrice et le point F' le foyer de la parabole.

La parabole possede un axe de symétrie, passant par son foyer et perpendiculaire a la
directrice, appelé axe ou axe focal. On nomme sommet le point d’intersection S de la
courbe avec son axe.

11.4.2 Parabole de sommet 'origine et d’axe Oz ou Oy

Pour obtenir une équation élémentaire d’une parabole P, on peut placer le sommet S a
I'origine O du repere et décider que son axe est confondu avec ’axe des ordonnées. Dans
ce cas, le foyer F' a pour cordonnées F(0;p), avec p un nombre réel différent de 0, et
I'équation de la directrice est y = —p (la figure de gauche ci-dessous montre le cas ou
p > 0). Dans ce cas, un point M (x;y) appartient a la parabole si les conditions suivantes
sont vérifiées :

Me€& & 6(M;F)=46(M;d)
ly + pl
1/02_*_12

& V(@—02+(y—p?=y+p|

-
& [[FM =

En élevant au carré les deux membres de la derniere équation, on obtient

Me€é & 2+ (y—p’=y+p)’
& P+ y—2py+p’ =y +2py +p°
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En isolant 22, on trouve I’équation cartésienne de la parabole de sommet 'origine et
d’axe ’axe des ordonnées :

— 4dpy

1

En divisant par 4p les deux membres de cette équation, on obtient y = 4—302. Cette
D

derniere équation correspond bien a ce qu’on a appelé parabole dans les chapitres précé-

dents de ce cours.

Si p > 0, la parabole est ouverte vers le haut et, si p < 0, la parabole est ouverte vers le
bas. La représentation graphique de la parabole est bien symétrique par rapport a ’axe
des ordonnées, car le remplacement de x par —x ne modifie pas I’équation x? = 4py.

Yy Yy

A A
.
F(0;p) d:y=—p
pI N S(0;0) _
> T > 1
S(0; 0) P
®
diy=—p F(0;p)
P
Parabole centrée a l'origine et d’aze focal Oy, avec p > 0 Parabole centrée a lorigine et d’aze focal Oy, avec p < 0

En échangeant les roles de z et y, on obtient :

y2 = 4px

Cette équation est ’équation cartésienne d’une parabole dont le sommet est ’origine
et d’axe I’axe des abscisses. Dans ce cas, le foyer a pour coordonnées F'(p; 0) et I’équation
de la directrice est x = —p. Si p > 0, la parabole est ouverte vers la droite et, si p < 0,
la parabole est ouverte vers la gauche.

Y Y
A A

p>0 p <0
P P
d:x=—p d:xz=—p
‘ﬁ‘F(p; 0) N F(p;0) p

0)
> T o—@ > T
(0;0) S(0;0
Parabole centrée a origine et d’aze focal Oz, avec p > 0 Parabole centrée a l'origine et d’aze focal Ox, avec p < 0
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11.4.3 Parabole de sommet S et d’axe parallele a Ox ou a Oy

On consideére maintenant une parabole P’ dont le sommet est le point S(xg;y) et dont
I’axe est parallele a I’axe des ordonnées.

En réalisant a nouveau une démarche similaire a celle réalisée pour les ellipses, on obtient
I’équation cartésienne de la parabole P’ :

(z —20)* = 4p(y — ¥o)

En développant le membre de gauche de I’équation et en simplifiant, on obtient une
équation de la forme y = az? 4 bz + ¢, ol @, b et ¢ sont des nombres réels

Si la parabole admet comme sommet le point S(xg; o) et que son axe focal est parallele
a I’axe des abscisses, I’équation cartésienne de la parabole est alors :

(y — y0)2 = 4p(r — x)

On peut également écrire cette équation sous la forme x = ay? + by + c.

Exemple

Soit la parabole P’ donnée par l'équation : 2z = y? + 8y + 22. On peut réécrire
cette équation de la maniére suivante :

48y = 2u—22
(y+4)*—16 = 22— 22
(y+4)? = 20-6
(y+4)? = 2(z—3)

L’ensemble des points vérifiant cette équation est donc une parabole de centre

1
S(3; —4). Cette parabole est ouverte vers la droite et la valeur de p est p = — = 3
1 7
Ainsi, les coordonnées du foyer sont F' = <3 + 5; —4) = (5, —4) et la directrice
1
Squati =3—=-=-.
a pour équation x 5 =3

11.4.4 Propriété optique des paraboles

On présente dans ce paragraphe une propriété importante associée a une droite tangente
a la parabole.

Proposition 11.2

La droite joignant un point quelconque d’une parabole a son foyer et la droite passant
par ce point et parallele a 1'axe de cette parabole forment des angles aigus de méme
amplitude avec la tangente a la parabole en ce point.
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Démonstration. On choisit un repere orthonormé du plan de telle maniere que la parabole
P soit décrite par 1’équation
y? = 4dpx

avec p > 0 et admette comme foyer le point F'(p;0).

On considere un point P(zp;yp) de cette parabole, avec z, > 0 et y, > 0. Dans ce cas,
le point P vérifie I’équation y = 2,/px.

Siz, #p et y,#0: on obtient 'équation de la tangente en commencant par dériver

1 P
I’équation ci-dessus : ¢y’ = 2- p= . L’équation de la tangente t en P est
2\/px \/pr
alors donnée par :
P
Yy—Yyr = (x —zp)
pxp
2
La pente de cette tangente est m; = P _ 2P 1, pente de la droite (F'P) vaut
pxp  Yp
yp — 0
m(pp) = .
Tp —Pp

Si « désigne I'angle aigu formé par les droites ¢t et (F'P), on a :

m; — mep) 2 _yp 2p(:vz(>fp)*§/?>
tan(a) = _|_yp _zp—p | _ up(zp—p
S Rt R [ e g oo o
_ [ 2pep— 29 —dpap| | =2p-(ptap)| _|2p
yprp — pyp + 2pyp yP(!EP + p) Yp

De méme, si d est la droite parallele a I’axe de la parabole passant par P (mgy = 0)
et si B est 'angle aigu formé par les droite t et d, on a :

2p

yp

2p
1+yp 0

my — My

2p
Yyp

tan(8) = ]

1+m;-my

Ainsi, tan(a) = tan(f) et o = .
Si y, =0 : le point P est le sommet de la parabole. Les droites (FP) et d sont donc
confondues. Les angles avec la tangente sont donc bien les mémes (ils valent 90°).
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= 1.

Si x, =p : La valeur absolue de la pente de la tangente est égale a |m;| =

p
/p2
Elle fait donc un angle de 45° avec I'horizontale et donc également avec la droite

d parallele a I’axe de la parabole. La droite (F'P) est dans ce cas verticale et fait
donc également un angle de 45° avec la tangente.

Si le point P(z,;y,) de la parabole est telle que z, > 0 et y, < 0, les mémes résultats
s’obtiennent par symétrie. O

Cette propriété de réflexivité (mémes angles avec la tangente) a de nombreuses applica-
tions. Par exemple, la forme du miroir dans un projecteur est obtenue par la rotation
d’une parabole autour de son axe. La surface tridimensionnelle résultante est dite générée
par la parabole et est appelée un paraboloide. Le foyer du paraboloide est le méme que
le foyer de la parabole génératrice. Si une source lumineuse est placée dans le foyer, en
vertu d’une loi de la physique (I'angle de réflexion est égal a I'angle d’incidence), un
rayon lumineux sera réfléchi le long d’une droite parallele a 1'axe. Le méme principe est
utilisé dans la construction des miroirs de télescope ou de four solaire : un rayon lumineux
arrivant sur le miroir parabolique parallelement a son axe sera réfléchi vers le foyer. Les
antennes pour les systemes radar et les radiotélescopes utilisent également ce principe.

11.5 Coniques en général

Le but de cette partie est de donner une maniere semblable de définir une ellipse, une
hyperbole ou une parabole. Pour réaliser ceci, nous allons partir de la définition de la
parabole en considérant une droite d du plan et un point F' n’appartenant pas a cette
droite.

Définition 11.4

Une conique C est le lieu géométrique des points du plan dont le rapport des distances
au point F' et a la droite d est une constante positive, notée e (e > 0). Autrement dit, un
point M appartient a C si I’équation suivante est vérifiée :

S(M;F)
Sard = ° (11.1)

Le point F' est appelé foyer et la droite d la directrice de la conique C. La constante e
est appelée excentricité.

On peut remarquer que si e = 1, on retrouve bien la définition de la parabole.
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Dans le cas ou les coordonnées du point F' sont F(zp;yr) et I'équation de la directrice
d est mz + ny + h = 0, un point M(x;y) appartient a la conique C si les conditions
équivalentes suivantes sont vérifiées :

S(M;F)
Mef & m—e
& (M, F)=ce-06(M;d)

|mx +ny +

vVm?2 +n?

& V-2t (y—yr) =

—
& ||FM| =e

.. |mx 4+ ny + hl
vm? +n?

En élevant les deux membres de 1’équation au carré, on obtient :

e2

pt ey b

& (r—ap)+(y—yr) =
En développant et en simplifiant cette équation, on obtient une égalité de la forme
Az + Bay+Cy* + D+ Ey+ F =0

ou les coefficients sont des nombres réels et ou A, B et C' ne peuvent étre tous les trois
nuls.

On considére maintenant un cas particulier d’'une conique C ou le foyer a comme co-
ordonnées F'(¢;0) et la directrice est une droite verticale d’équation x = k. Un point
M (z;y) appartient a C si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

62

s 22— 2cx+E+yt = (2P — 2ky + k?)
o 2% — et +y? = 2w — 2% ka — A2 + kP

& (1 —e*) +y* =2x(c — %k) + *k* — ¢

MeC & (z—c)f+y’=

Nous allons considérer un cas encore un peu plus particulier ou le nombre £k est tel que
c

c—e*k =0 (ou k = —2). Dans ce cas, le terme en z disparait et il n’y a plus que des
e

termes en 22 et y?. On est donc trés proche de I’équation cartésienne d’une ellipse ou
d'une hyperbole centrée a I’origine. En poursuivant le développement, on obtient

MelC & x2(1—62)+y2:(320——02

64
s Pl-) =S (-8
62
x? 2
€ e
C G-

On retrouve donc bien une forme d’équation qu'on a déja rencontrée pour lellipse ou
pour I'hyperbole.

Si la constante e est plus petite que 1, 0 < e < 1, le nombre 1 — e? est positif et inférieur
2 2

N . c c . sy . , .
a 1. Ainsi, on peut poser que a? = — et b? = ok (1—e¢?) et obtenir I’équation cartésienne
e e
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2 2
. P . Yy . s
d’une ellipse d’axe focale Ox et centrée a I'origine : — +b—2 = 1. Dans ce cas, I'excentricité
a
2
, N c . . , . a
est égale a|e = — | et la directrice d a comme équation xr = —
a c

Si la constante e est plus grande que 1, e > 1, le nombre 1 — e? est négatif. Ainsi, on peut
2

c c
poser que a® = — et b* = —— - (1 —€?) et obtenir I'équation cartésienne d’une hyperbole
e e

2 2
d’axe focal Ox et centrée a l'origine : — — == = 1. Dans ce cas, 'excentricité est aussi

a? b2 \
a

et la directrice d a aussi comme équation xr = —.
c

égale a|e =

Cc
a

Proposition 11.3
La valeur de l'excentricité permet de caractériser le type de conique décrite par une
équation du type 11.1 :

si 0 < e <1 : laconique est une ellipse;

si e =1 : la conique est une parabole;

si e > 1 : la conique est une hyperbole.

Les coniques représentées ci-dessous sont construites a partir du méme foyer F', de la

méme directrice d et des excentricités e = 0.5 (ellipse), e = 0.8 (ellipse), e = 1 (parabole)
et e =2 ( ).

axe focal
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11.6 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-

normé (O; [; J) de .

1) On donne les deux foyers et un point quelconque d’une ellipse.

Construire d’autres points et les sommets de cette ellipse, puis esquisser cette derniere.

2) On donne un point F' et une droite d ne passant pas par F.

1
Construire I'ensemble des points M tels que 6(M; F') = 55(M; d).

3) Déterminer les sommets, les foyers, I’excentricité et la directrice des ellipses d’équation
a) 16z% + 25y = 400 b) 4z* + 49y = 225
¢) 52? +9y* — 30 + 18y +9=10 d) 1622 + 9y? — 322 + 36y — 92 =0

4) Déterminer ’équation de 'ellipse centrée a 'origine et d’axe focal Ox, sachant qu’elle
passe par les points M (1;4) et N(—6;1).

5) Déterminer 'équation de Uellipse de centre 2(1;2), de foyer F(6;2) et passant par le
point P(4;6).

6) Déterminer I’équation de lellipse d’axe focal horizontal dont on donne le centre

3
Q(5; —2), un sommet B(5;6) et 'excentricité e = v

7) Une échelle de longueur 6 metres est appuyée contre un mur vertical. Un homme est
situé au tiers de ’échelle lorsque celle-ci se met a glisser sur le sol.

Quelle est la trajectoire décrite par les pieds de I’homme ?

8) On donne les deux foyers et un point quelconque d’une hyperbole.

Construire d’autre points, les sommets et les asymptotes de cette hyperbole, puis
esquisser cette derniere.

9) On donne un point F' et une droite d ne passant pas par F.
Construire 1’ensemble des points M tels que 6(M; F') = 20(M; d).

10) Déterminer les sommets, les foyers, les asymptotes, I'excentricité et la directrice des
hyperboles d’équation

a) 25z% — 144y* = 3600 b) 9z% — 8y* — 18z — 80y — 209 = 0
c) 8z% —6y*+ 162 —32 =10 d) 4> —2®> -2y -8y =0

11) Déterminer ’équation de I'hyperbole dont on donne le centre 2(3;2), un sommet

S(7;2) et une directrice d d’équation z = =
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12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

Déterminer 1'équation de I’hyperbole de foyer F'(5;3) et F’'(—1;3), sachant que les
asymptotes ont pour pente 2 et —2.

Soit I’hyperbole centrée a l'origine, d’axe focal horizontal et passant par les points
A(2;1) et B(3;—2). Calculer son excentricité.

On considere les droites d : 4x — 3y +11=0et g: 4o+ 3y +5 = 0.
Déterminer ’ensemble des points M (xz;y) tel que le produit des distances de M aux

deux droites d et g est constant et vaut o5

On donne le foyer et des points quelconques d’une parabole.

Construire d’autres points et le sommet de la parabole, puis esquisser cette derniere.
Y a-t-il plusieurs solutions ?

On donne un point F' et une droite d ne passant pas par F.
Construire 1'ensemble des points M tels que 6(M, F') = 6(M;d).

Déterminer le sommet, le foyer et la directrice des paraboles d’équation

a) ¥ +2r=0 b) y* —8x+6y+17=0
¢) 2 =6x+5y—4 d) y*+ 4y + 62 = 26
e) y=23x>+4r+5 f) y=az®+br+c

Déterminer ’équation de la parabole de foyer F' et de directrice d

a) F(7;2) d:x=5 b) F(4;3) d:y=-1

Déterminer I'équation de la parabole qui passe par les points A(13;1) et B(1;7) et
qui a pour axe focal la droite d’équation x = 5.

Déterminer 1’équation de la parabole d’axe focal parallele a Oy passant par les points
A(2;3), B(—1;9) et C(1;-5).
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11.7 Solutions des exercices

3) a) Si(5:0), S2(=5;0), S3(0;4), Sa(0; —4), F(3;0), F'(=3;0),e=3,d: 2 =%
b) 5(; 0 S2(=330), 50, 7). 540, -), F(5%;0), F'(~ 451{,(» = 20, d:
r =
c) Sy (6; ) 2(0; =1), S5(3; =1+ V/5), S4(3; =1 = V/5), F(5;—1), F'(1;-1), e = 3,
d:x = 75
d) S1(152), Sa(1;—6), S3(4; —2), Sa(=2; =2), F(1; =2+ /5), F'(1; =2 —/5), e = P
d:y= 16v/5-10
: 5
N
115 ' 115
(x—12 (=27 _
5) 5 a0 !
(x—5)* (y+2)* _
6) 00 o6

7) Ellipse d’axe horizontal centrée au pied du mur, de demi-grand axe égal a 4 metres et
de demi-petit axe égal a 2 metres
10) a) S1(12;0), So(—12;0), F(13;0), F'(—13;0), y =+, e =13, d : v = &

b) Sy(1++/2; —5), Sa(1—/2; —5>,F<1+@;—5>,F'<1—ﬂ —5),y = 22y 3V
y_3\/_ 3\/5—206:@ d'x:1+4‘/ﬁ
z :

e:@,d'x:—1+@

d) Si(—L1+ %), So(—1;1 — L), F(—1;1 + 42), F'(-1;1 - ¥8), y = Lo+ 3
y———x+—6—\/_ d y—1+‘/_
_ 2)2 —9)2
b BB -2
16 9
—92)2 _9)\2
9 36
8
13) e=4/=
Je=1/z
2)? —1)2 —1)2 2
14) Les hyperboles d’équations (x+9 ) — (y G ) =1et (y 16 ) — ($; ) =1
17) a) S(0;0), F(—3;0),d: 2 =3
b) S(1;-3), F(3;-3),d:x=—1
d) S(5;-2), F(3;-2),d:a= 7
£) (- —150), F(—gm —E5i2t), d iy = et
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18) a) (y —2)* = 4(z - 6)
b) (z—4)*=8(y—1)

19) (z —5)* = —8(y - 9)

20) y = bx? —Tow —3
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Chapitre 12

Vecteurs dans ’espace

12.1 Définitions

La présentation de la notion de vecteurs dans ’espace est analogue a celle des vecteurs
du plan. Nous nous bornerons a rappeler les principaux termes utilisés, sans redonner
toutes les propriétés des éléments et des opérations considérés.

On désigne par € ’ensemble des points de I'espace.

Définition 12.1

On appelle bipoint (ou fleche) de 'espace tout couple (A; B) de points de I'espace. A
est 'origine et B I'extrémité de ce bipoint. Si A et B sont distincts, la droite (AB) est
le support du bipoint (A; B). La longueur du bipoint (A; B) est la distance §(A; B).

Deux bipoints ont la méme direction si leurs supports sont paralleles ou confondus.
Deux bipoints de méme direction sont soit de méme sens soit de sens contraire.

Deux bipoints (A; B) et (A’; B') sont équipollents si les segments [AB’] et [A’B] ont le
méme milieu. Dans ce cas on note : (4; B) ~ (A’; B').

De maniere équivalente, deux bipoints sont équipollents s’ils sont de :
— meéme direction,

— méme sens,

— meéme longueur.

Propriété
La relation d’équipollence définie dans € X ¢ est une relation d’équivalence.
Définition 12.2

Soit (A; B) un bipoint de I’espace. L’ensemble des bipoints (M; N') équipollents au bipoint
(A; B) est la classe d’équivalence du bipoint (A; B), appelée vecteur et notée AB :

AB = {(M; N) | (M; N) ~ (4; B)}
Le bipoint (A; B), ou tout autre bipoint de 1@, est un représentant du vecteur E
En d’autres termes, le bipoint (A; B) définit le vecteur 1@
(A4;B) ~ (C; D)« AB = CD
Un vecteur, sans référence a un représentant, se note u, v, ...

L’ensemble des vecteurs de I'espace se note Vs.
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12.2 Opérations sur les vecteurs de ’espace
De la méme facon que dans Vs, on définit dans V3 la somme de deux vecteurs u et v,
notée u + v, et le produit d’un vecteur « par un réel A\, noté \ - u.

Dans V3, I'addition et la multiplication d’un vecteur par un nombre réel jouissent des
meémes propriétés que les opérations correspondantes de V.

Comme le plan vectoriel Vs, I'espace V3 muni de I'addition vectorielle et de la multipli-
cation d’un vecteur par un nombre réel, a une structure d’espace vectoriel réel.

12.3 Combinaison linéaire

Dans ce qui suit, @, b, ¢, ... sont des vecteurs de ’espace vectoriel V3 et A, 3, 7, ...des
nombres réels.

Définition 12.3
On appelle combinaison linéaire des vecteurs a, b, ¢, ..., m, de coefficients respectifs
o, B, 7, ..., i, le vecteur

T=a-@+B8-b+~y-C+...+p-m

Définition 12.4
Des vecteurs a, b, ¢, ..., m sont linéairement dépendants s’il existe des nombres «,
B, 7, ..., i non tous nuls tels que

a-@+pB-b+y-C+...+p-m=0

Ceci signifie que I'un des vecteurs au moins peut s’écrire comme une combinaison linéaire
des autres vecteurs.

Des vecteurs d, Z;, ¢, ..., m, sont linéairement indépendants si et seulement si
a-5+5-g+7-5+...+u-7ﬁ:6 — a=f=v=...=u=0

Ceci signifie que la seule combinaison linéaire qui donne le vecteur nul est celle dont tous
les coefficients sont nuls.

Définition 12.5
Deux vecteurs 4 (@ # 0) et ¢ sont colinéaires s'il existe un nombre réel A tel que

N

Remarques

1. Deux vecteurs colinéaires non nuls sont de méme direction.
2. Deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’il sont colinéaires.

3. Le vecteur nul est colinéaire & tout vecteur.
Définition 12.6

Trois vecteurs de ’espace vectoriel V3 sont coplanaires si 'un au moins est combinaison
linéaire des deux autres.
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Remarques

1. Soit @ et ¥ deux vecteurs non colinéaires et w un vecteur quelconque. Les vecteurs

U, U et w sont coplanaires si et seulement s’il existe deux nombres A et p tels que
wW=\-U+p-7.

2. Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement s’ils sont linéairement dépendants.

3. Le vecteur nul et deux vecteurs quelconques sont toujours coplanaires.

4. Quatre points O, A, B et C de I'espace € appartiennent a un méme plan si et seulement
si les vecteurs OA, OB et O? sont coplanaires.

12.4 Base de V3 et composantes scalaires

Définition 12.7
On appelle base de I'espace vectoriel V3 tout sous-ensemble B de V3 tel que chaque vec-
teur « de V3 peut s’écrire de maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs

de B.

Proposition 12.1

Une base de V3 est constituée d’un triplet (€}, €, €3) de vecteurs linéairement indépen-
dants ou, de maniere équivalente, d'un triplet de vecteurs non coplanaires. V3 est donc
un espace vectoriel réel de dimension 3.

Propriétés

Si (€1, €5, €3) est une base de V3, alors tout vecteur @ de V3 peut s’écrire comme une
combianaison linéaire unique de €7, €5 et €3. Il existe un triplet (a; 3;7) de nombres réels,
et un seul, tel que

ﬁ:a-€1+ﬁ-€2+7-€3‘

)

2
e\
—
€1

a, [ et v sont les composantes scalaires de « dans la base (€7, €3, €3). On note alors

<
I
™
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Opérations sur les composantes

Uy
Soit une base B = (€, €, €3) de V3, un nombre réel A et deux vecteurs @ = | wus | et
us
U1
v = | vy | donnés par leurs composantes scalaires relativement a la base B. On a :
U3
Ui V1 U + V1
Uu+v = U2 + | v = U + Vg
us3 U3 u3 + vs
Uy )\ul
A 17: = A U2 = )\Ug
us )\Ug
Test du déterminant
Uy U1
Dans une base B = (€}, €5, €3) de V3, soient les vecteurs @ = [ us |, 0= | vo | et
us U3
wq
w = | ws | donnés par leurs composantes scalaires.
w3
Uy U1 w
U, ¥ et w sont linéairement indépendants <= Det(u, v, W) =| uy ve wo |# 0
U3 Vs Ws
Remarque

—

Le déterminant de trois vecteurs a, b et ¢ de V3, Det(a, g,é'), est égal au volume du
parallélépipede construit sur ces trois vecteurs.
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12.5 Exercices

1) On considere le parallélépipede ABCDEFGH représenté ci-contre.

Exprimer plus simplement les vecteurs suivants : " / f; B \

2 d=AB+FG b) G- AG+ 0D

c) 5:E?+(T>4 d) J:ﬁ]—l—m—l—ﬂ \\C B
¢) ¢=AH+EB 1) [=AB+CC+BH+GE S

2) Soit une pyramide de sommet S dont la base ABC'D est un parallélogramme.
H
OnposeﬁzSA,ﬁzS?,w:@.
Exprimer chacun des vecteurs @, ﬁ, @, B, B? et ﬁ comme combinaison

linéaire de u, v et 0.

3) On considere le parallélépipede ABCDEFGH représenté a ’exercice 1.

Déterminer si les trois vecteurs donnés constituent une base de Vs.
a) (GH,AE,DC) b) (DB,EG,AB)
¢) (GE,EB,CD) d) (DF,EC,GH)

4) Déterminer, dans les cas suivants, si les trois vecteurs donnés relativement a une base
B de V3 sont coplanaires.

2 -3 1 1 -3 -3
a) | -1 |, o |, -2 by { 1], 5 |, 13
5 2 12 0 2 —4

1 1 5 2 3 :

c) 1. -2, —12 d [ -5 |.[ -0 ], &

-/ \ )\ 1 VA

5) On considere le parallélépipede ABCDEFGH et on note
K Tintersection des diagonales de ce parallélépipede
T l'intersection des diagonales de la face ABFE

H G
S T'intersection des diagonales de la face BOCGF AR R
R le milieu de I'aréte BC' : AN .7 v
M le milieu de l'aréte CG B \\_5 5
TT=-= <o P oS
a) Dans la base B = (@, E, E), on donne les vec- D;.:::_Z_\_ ity CYAN G
7 e \
-1 e 2 // LT \\ R
teurs @ = 0 etb=| -1 |. )2 N
3 4 A¥ B

Construire les vecteurs @ et b.

b) Soit la base B’ = (C—]\)L @, ﬁ)
Dans li;ba&l?’ déterﬂneﬁz}s composantes des vecteurs 1@, 1@ , ﬁ, E, ﬁ,
BH, HA, AM, HS, RA, EK, TH.
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-

6) Relativement a une base B ;j k) de V3, on considere les vecteurs

) —16 —6
a= , b= i=| 10 |, v=| 4
7 7

a) Dans la base B calculer les composantes du vecteur =4 -ad — 3 - b+2-¢.

b

)

) Prouver que le triplet (@, b, @) constitue une base de V3. On note cette base 5.
¢) Exprimer le vecteur b dans la base B’

)

d) Exprimer le vecteur ¢ dans la base B'.
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12.6 Solutions des exercices

1) a) @=AC b) b=AH ¢) é=HA
d) d=EA o) &=AC ) f=AE
9) a) SD=d—G+d b) AC = —i + @ ¢) BD = i -2+
d) AB = —i+ 0 ¢) BC = —i+ @ £) AD = —i+ @
3) a) non b) non
c) oui d) non
4) a) oui b) non
¢) mnon d) oui
0 0 0
5)b)  AB=| -1 A= | -1 B o
0 2 2
2 —2 2
0 0 2
2 . 1 1
—2 2 —1
e 0 e B 1
RA=| 1 EK =| -1 TH=| 1
—1 1 2

-2 dans la base B’

0
¢) b= ( 1 | dans la base B’
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Chapitre 13

Espace affine

13.1 Repere de ’espace ¢

Soit € I’ensemble des points de I'espace.

Définition 13.1
On appelle repére de l'espace affine € tout quadruplet (O; Ey; Fs; E3) de points non
coplanaires.

Si R = (O; Ey; Ey; E3) est un repere de €, les vecteurs €; = O—Ei, €y = O—Eg> et €3 = O—)Eg,
déterminent une base B = (€}, €, €3) de I'espace vectoriel V3, appelée base associée au
repere R. Le point O est appelé origine, les vecteurs €1, €5 et €3 vecteurs de base du
repere R.

On note également ce repere (O; €1; €s; €3).

Coordonnées d’un point relativement a un repére
Soit R = (O; E1; Ey; E3) un repeére du plan e.

Les coordonnées z, y et z relativement a R d’un point M de € sont les composantes du
vecteur OM relativement & la base associée (OE|, OFE5, OFEs). On note M (z;y; 2).

x
s

M(z;y;2) <= OM =2 -OE,+y-OFy+2-OE3= | y

z

x, la premiere coordonnée du point M, est appelée abscisse de M.
y, la deuxieme coordonnée du point M, est appelée ordonnée de M.

z, la troisieme coordonnée du point M, est appelée cote de M.

Remarque

On peut associer un systeme d’axes de coordonnées a un repere de 1'espace affine €.

Le premier vecteur de la base associée, €1, donne la direction et le sens du premier axe
de coordonnées ou axe des x, noté Oz. L’échelle sur cet axe est définie par la longueur
de 51.
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Le deuxieme vecteur de la base associée, €3, donne la direction et le sens du deuxieme axe
de coordonnées ou axe des y, noté Oy. L’échelle sur cet axe est définie par la longueur
de gg.

Le troisieme vecteur de la base associée, €3, donne la direction et le sens du troisieme axe
de coordonnées ou axe des z, noté Oz. L’échelle sur cet axe est définie par la longueur
de gg.

Les axes de coordonnées définissent trois plans dans ’espace, appelés plans de réfé-
rence.

Le premier plan de référence, ou plan Oxy, est 'ensemble de points : {(x;y;2) | z = 0}.
Il contient 'axe Ox et 'axe Oy. 1l est représenté en bleu ci-dessous.

Le deuxieme plan de référence, ou plan Oxz, est I'ensemble de points : {(z;y;2) | y = 0}.
Il contient 'axe Ox et 'axe Oz. Il est représenté en orange ci-dessous.

Le troisieme plan de référence, ou plan Oyz, est I’ensemble de points : {(x;y; z) | = 0}.
Il contient 'axe Oy et I'axe Oz. 1l est représenté en rouge ci-dessous.

Y
<

13.2 Calculs avec les coordonnées

Dans un repere (O; E1; Es; E3) de l'espace affine £, on donne les points A(z4;ya;24),
B(zp;ys; 2p) et C(zc;ycos 20)-

13.2.1 Composantes d’un vecteur

P
Comme on a vu que 1@ = O@ — OA, on peut écrire :

B TA T — XA
A§ = YB - Ya = Y — Ya
ZB ZA ZB — ZA
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13.2.2 Milieu d’un segment

Les coordonnées du milieu du segment [AB], noté Map), sont :

M TA+Tp Ya+Yp zA+ 2B
[AB] 9 ) 9 ) 2

Les coordonnées du milieu du segment sont les moyennes arithmétiques des coor-
données correspondantes des extrémités du segment.

Démonstration. Soit Mjap), ou plus simplement M pour cette démonstration, le milieu
du segment [AB]. Dans ce cas, les deux égalités suivantes sont vraies :

OM = OA+AM =04+ 4B =04+ (0B -04)
zA+TRB
1 1 TA B 9
= S0A+0B) = || wa |+ | wm || = i
2 2 zZA+zB
ZA ZB =5

13.2.3 Centre de gravité d’un triangle

Les coordonnées du centre de gravité du triangle ABC', noté G, sont :

3 ’ 3 ’ 3

G<$A+1‘B‘|‘x0'yA+yB+yC'ZA+ZB+ZC)

Les coordonnées du centre de gravité d’un triangle sont les moyennes arithmétiques
des coordonnées correspondantes des sommets du triangle.

Démonstration. Soit G le centre de gravité du triangle ABC'. Dans ce cas, [’égalité sui-
vante est vraie : 0y
AG = A4
ou A’ est le milieu du segment [BC]. On peut donc écrire :
— — 2— — 2
0C¢ = OA+A_C>7:OA+§AA’:OA+§(OA’—OA) -
1, 1" B
= g(OA+O_B>+07)=g Ya +<y3 +
ratrptrc

3
_ yatys+tyc

3
zatzp+tzc
3
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13.3 Exercices

1) Soit ABCDEF on octaedre régulier de centre O.
Les points H, I, J, K, L, M, N sont des  »
milieux d’arétes.

Dans le repere (B; A;O; E), déterminer les
coordonnées des points A, B, C, D, E, F,
H, I, J, K, L M, N,OetS.

2) Dans un repere (O; Ey; Es; E3), on donne les points A(2;0;3), B(5;4;1), C(1;—-2;4)
et D(—=3;6;—1).

Construire ces points.

3) On donne les points A(5;2; —3), B(8;0;5), C(—2;—4;1) et D(4;—6;3).
Calculer les composantes des vecteurs suivants :

a) AB b) DC c) AD + OB
d) BC —AC + DB ¢) 4.CD—3-(CA+BC)

4) On donne les points A(—4;1;3), B(4;3;6) et C(4;—6;3).
a) Calculer les coordonnées du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

b) Calculer les coordonnées du milieu E de la diagonale [AC].

c) Calculer les coordonnées des centres de gravité G et Gy des triangles ABC et

ACD.

d) Calculer les coordonnées du milieu F' du segment [G1G3]. Constatation.

5) On donne deux sommets A(3; —2;5) et B(7;5;10) d’un parallélogramme ABC D, ainsi
que le point d’intersection P(5;4;6) de ses diagonales.

Calculer les coordonnées des deux autres sommets C' et D.

6) On donne les points M (0;8; —2), N(4;2;4) et H(2;—3;5).

Calculer les coordonnées des images M’ et N’ de M et N par 'homothétie de centre
H et de rapport —2.

TN ot TN
Comparer les vecteurs M N et M'N'.

7) On donne les points A(12; —11;18) et B(—8;7; —6).

Calculer les coordonnées des points qui divisent le segment [AB] en trois parties égales.

8) Prouver que les quatre points A, B, C, et D sont coplanaires.
a) A(0;2;4) B(1;-1;3) C(-8;2;1) D(—6;—4;—-1)
b) A(5;2;1) B(—6;3;—2) (C(2;5;2) D(0;0;—2)
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13.4 Solutions des exercices

1) a) A(1;0;0) b) B(0;0;0) ¢) C(—1;2;0)
d) D(0;2;0) e) E(0;0;1) f) F(0;2;—1)
g) H(3:1;0) h) I(3:0;3) i) J(0;0;3)
) K(=313) k) L(0;1;3) ) M(3;1;—3)
m) N(0;1;—1) n) O(0;1;0) 0) S(3;%;1)
3 —6 9
o [ b>(2) >()
8 —2 10
1 33
d) 8 e) ( —14 )
—6 32
4) a) D(—4;—8:0)
b) E(0;—%;3)
C) G1(§§—§74)7 G2<_37_?;2>
d) F(0,-3;3)
5) C(7;10;7), D(3;3;2)
RS —
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Chapitre 14

La droite

14.1 Définitions

Définition 14.1
Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs 1@ et 1@ sont
colinéaires : AC = k - AB, ot k € R.
Droite déterminée par deux points
Soit deux points distincts A et B.
Définition 14.2
La droite (AB) est I'ensemble des points M de l'espace ¢ alignés avec A et B :
—
(AB) = {M | AM = k- AB, k € R}

Le vecteur AB est appelé vecteur directeur de la droite (AB).

Droite déterminée par un point et une direction
Soit un point A et un vecteur d non nul.
Définition 14.3

La droite passant par A (appelé point d’ancrage) et de direction cf, notée d(A; cf), est
I’ensemble des points M de I'espace ¢ tels que les vecteurs AM et d sont colinéaires :

d(A,d) = {M | AM =k -d, k € R}

Le vecteur d est un vecteur directeur de la droite d(A, cf)

Remarque

A chaque valeur du nombre réel k correspond un unique point de la droite.
A chaque point de la droite correspond un unique nombre réel k.
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14.2 Equations paramétriques d’une droite

L’espace € est muni d’un repere (O; €}; €y; €3).
- dl
Soit la droite d passant par le point A(x4;y4;24) et le vecteur directeur d = | ds
ds
Un point M (z;y; z) appartient a la droite d si et seulement s’il existe un nombre k£ € R
tel que m =k-d. Alinsi, pour tout point M de la droite d, on a :

. . T T dy
OM =0OA+k-d ou y | =1 ya | +k-| do
z ZA ds

ou k € R. Cette équation est une représentation paramétrique de la droite d. Elle
s’écrit aussi sous forme d’un systeme d’équations, appelées équations paramétriques
de d :

r = x4 + k-d;

Z = ZzZjp + k d3
ouk € R.
A g

i d

7 d(A;d

————— :_) \

———— OM

Remarque

Dans I'espace, une droite n’a pas d’équation cartésienne.

Exemple

Soit les points A(—3;2;1) et B(—1;3;—2). Nous allons déterminer les équations
paramétriques de la droite (AB).

1. Un vecteur directeur de la droite (AB) :

d=AB-0B-0A=[ 3 |- 2 | =] 1
9 1 3

2. Les équations paramétriques de (AB) sont (une représentation possible parmi
Uinfinité des représentations possibles de la droite (AB)) :

x +
(AB): Ry = 2 +
z 1 +
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On peut maintenant donner des points appartenant a la droite (AB) en choisissant
une valeur de k. Par exemple, pour k =5, on obtient le point

r = -3 + 5.2 =7
C:Q y = + 5-1 = 7 = C(7;7;—14)

De plus, on peut déterminer si un point appartient ou non a la droite (AB)
en déterminant sl existe une wvaleur unique de k tel que les équations pa-
ramétriques sont vérifi€es pour les coordonnées du point. Par exemple, pour le point
D(=9;8;10), on a

—9 = =3 + k-2 k=-3
D:{ 8 = 2 + k-1 = k=6
10 = 1 + k-(=3) = k=-3

Ainsi, D ¢ (AB).

14.3 Position relative de deux droites dans 1’espace

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux droites d;
et dg.

Sécantes Paralleles Gauches
distinctes confondues

d;
d dy / \ d;
d d =d
do / ! ? \dg

Un unique point 1 Aucun point Infinité de points Aucun point
d’intersection d’intersection d’intersection (droites) d’intersection

Droites coplanaires

Calcul du point d’intersection de deux droites sécantes

On donne ici une méthode pour déterminer le point d’intersection de deux droites sécan-
tes.

Ecrire les équations paramétriques des deux droites en désignant leurs parametres par
des lettres différentes.

En posant l'égalité des coordonnées de méme rang, on obtient un systeme de trois
équations a deux inconnues (les parametres).

On résout le systeme formé par deux équations choisies parmi ces trois équations, puis
on vérifie si I’éventuelle solution obtenue satisfait 1’équation restante.

Si oui, les droites sont sécantes et on obtient le point d’intersection en injectant la valeur
obtenue d'un des parametres dans les équations de la droite correspondante.
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Exemple

Nous allons déterminer les coordonnées de I’éventuel point d’intersection des droites

r o= =3 + k-2 r = 6 + s-1
d:¢y = 2 + k-1 et  g:ey = -1 4+ s-(-1)
z = 1 + k-(=3) z = 0 + s-1

On pose le systeme suivant d’équations

—-3+2k = 6+
2+ k —1—s
1-3k = s

On commence par résoudre le systéme formé par les deux premiéres équations. On
peut sommer ces deur équations et trouver

—14+3k=5 — 3k=6 — k=2

On obtient alors s = —9+2-2 = —5. On vérifie la solution (2; —5) dans la troisiéme
équation :

1-3.2< 5
Comme cette éqgalité est vraie, les deuz droites s’intersectent en un point unique I.

Pour le trouver, on utilise les équations paramétriques d’une des deux droites et la
valeur du paramétre associé.

r = =3 + 2.2 =1
I:<y = 2 4+ 21 = 4 =1(1;4;,-5)
s = 1 + 2.(=3) = -5

14.4 'Traces d’une droite

Définition 14.4
On appelle traces d’une droite les points d’intersection de cette droite avec les plans de
référence Oxy, Oxz et Oyz.
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14.5 Exercices

1) Les points M, N et P suivants sont-ils alignés?
a) M(3;1;—1) N(2;0;4) P(—=3;2;5)
b) M(2;-1;0) N(1;1;-2) P(4;-5;—11)
o) M(3:;1;5) N(24:5)  P(9%43)

2) Soit la droite d passant par les points A(1; —2;5) et B(—3;6;1).

a) Déterminer deux autres points de la droite d.

b) Déterminer deux vecteurs directeurs de la droite d.

—_

3) Une droite d est définie par un point A(2;4;5) et un vecteur directeur v =

a) Ecrire un systeme d’équations paramétriques de la droite d.

b) Vérifier que le point P(7; —1;3) appartient a la droite d.

4) Soit le point A(2;0; —3).
Ecrire une représentation paramétrique des droites suivantes :

a) dj passant par les points A et B(1;4;5).

r = —1 + 2t
b) ds passant par le point A et parallele a la droiteg: ¢ v = 0 + 3t.
z = 2 + 5ot

c) ds passant par le point A et parallele a I'axe des y.

r = —1 + 2t
5) Soit ladroited:< vy = 0 + 3t.
z = 2 — 5t

Donner deux autres représentations paramétriques de la droite d.

r = 2 — 5t
6) Soit la droited:< y = —1 + .
z = 0 + 3t

Déterminer le point de d :

a) qui a une abscisse égale a 12.

b) qui a une ordonnée égale a 5.

¢) qui a une cote égale a —2.

d)
)

(&

dont I'abscisse et la cote sont égales.

dont la cote est égale au double de I'ordonnée.
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7) Dans un repere (O; 5 ), étudier les positions relatives des droites :

a) d: A(6;3;0) T=—i+j+k et g:

b) d:A(=3;-1;2) T=2+j—k et g:B(4;-1;0) o =4i+2j—2k
c) d:A(T7;4;4) T=2%+Fk et ¢: B(5—1;0) w:—25+5j‘+2%
d) d:A2:-1;-3) T=4i+2]—2k et g¢g:B(4:0;—-4) T=20+;]—Fk

8) Calculer le point d’intersection des deux droites sécantes suivantes :

d = (AB) avec A(1;2;—-3), B(—2;3;—1) et g = (CD) avec C(0; —1;6), D(2; —3;8).

9) On donne un quadrilatere plan ABCD avec A(1;3;2), B(4;—1;3), C(4;9;—7) et
D(1;8;-3).

Calculer les coordonnées du point d’intersection des diagonales.

10) Soit la droite d passant par les points A(6;2;1) et B(—3;8; —2)

a) Déterminer les traces de la droites d sur les trois plans de référence.

b) Dessiner la droite d avec la partie visible en trait plein (les plans de référence étant
supposés opaques).

c¢) Dessiner les projections de d sur les trois plans de référence.

11) Dessiner la droite g passant par les points A(—4; —5;1) et B(2,10;4) avec la partie
visible en trait plein.

12) a) Déterminer une droite d dont la projection sur le plan Ozy est un point.

b) Déterminer une droite g non parallele a 'axe Oy et dont la projection sur le plan
Oyz est parallele a Oy.
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14.6 Solutions des exercices

2) a) M(—7;14;-3), N(9;—18;13) par exemple
%

-8 —12
by di=| 16 |, dy= 24 par exemple
-8 —12
r = 2 + t
3)a)d: < y 4 + 4
z = 5 + 2t
r = 2 —
z = =3 + 8t
r = 2 + 2
b)dy:< y = 0 + 3t
z = =3 + 5t
r = 2
c)ds: < y = 0 + t
z = =3
r = 0 — 2t r = T+ 2
5)d: <y = —1 — 3t, d:{ y = 12 + 3t parexemple
: = 2 + 5t = —18 — 5t
. _a. 5. 16. 5.
6) a) (12, _3a _6) b) (_287 5a 18) C) (?a 3 _2)
d) (Fi-%H3) e) (12;-3;-6)
7) a) Les deux droites sont gauches.
b) Les deux droites sont strictement paralleles.
c¢) Les deux droites sont sécantes en (3;4;2).
d) Les deux droites sont confondues.
8) 1(=5;4;1)
9) 1(2;5—-1)
10) a) Sur le plan Ozxy : T1(3;4;0), sur le plan Ozz : T5(9;0;2), sur le plan Oyz :
T5(0;6; —1)
r = 1
12) a) d: S vy 1 par exemple
z =1 4+t
r =1 + t
b) g: y = 1 + t parexemple
z =1
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Chapitre 15

Le plan

15.1 Définitions

Définition 15.1
Quatre points distincts A, B, C' et D sont coplanaires si et seulement si les vecteurs 1@ ,

AC et AD sont coplanaires. Il existe alors trois nombres réels «, 5 et v non tous nuls
tels que
0 - AB+B3-AC +~-AD =0

Plan déterminé par trois points

Soit trois points distincts A, B et C' non alignés.

Définition 15.2
Le (ABC') est I’ensemble des points M de € coplanaires aux points A, B et C' :

(ABC) = {M | AM = k-AB +n-AC, k.n € R}

Les vecteurs AB et AC sont deux vecteurs directeurs du plan (ABC).

Plan déterminé par un point et deux vecteurs directeurs

Soit un point A et deux vecteurs non colinéaires @ et v.

Définition 15.3
Le plan passant par le point A (appelé point d’ancrage) et de vecteurs directeurs @

o
et U, noté p(A;u;v), est 'ensemble des points M de I'espace ¢ tels que les vecteurs AM,
i et U sont coplanaires :

p(A; @) = {M | AM =k -i+n-5, k,n € R}

Remarques

1. A chaque couple de nombres (k;n) correspond un unique point du plan.
A chaque point du plan correspond un unique couple de nombres (k;n).

2. Un plan peut également étre déterminé par :
— une droite et un point ne lui appartenant pas
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— deux droites sécantes
— deux droites paralleles distinctes

15.2 Equations paramétriques d’un plan

L’espace ¢ est muni d’'un repere (O; €7; €y; €3).

Soit le plan p passant par le point d’ancrage A(za;y4; 24) et admettant comme vecteurs

Uy U1
directeurs = | us | et U= | v
Us U3

Un point M (x;y; z) appartient au plan p si et seulement s’il existe un couple de nombres

(k;n) € R? tel que AM =k -4 + n - ¢. Ainsi, pour tout point M de plan p, on a :

T T A (51 U1
—
OM=0A+k-iu+n-v ou y |l =1 ya | +k-| us | +n-\| v9
z ZA us V3

ol (k;n) € R2. Cette équation est une représentation paramétrique du plan p. Elle
s’écrit aussi sous forme d’un systeme d’équations, appelées équations paramétriques
de p :

r = x4 + k-ug + n-vy
P Yy = ya + k-uy + n-vy
z = 24 + k-uz + n-vs

ol (k;n) € R2

Exemple

Soit les points A(—3;2;1), B(—1;3;—=2) et C(—3; —2; —2). Nous allons déterminer
les équations paramétriques du plan (ABC).

1. Deux vecteurs directeurs du plan (ABC) :

9 0
i=AD=| 1 et G=AC=| -4

-3 -3
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2. Les équations paramétriques de (ABC') sont (une représentation possible parmi
Uinfinité des représentations possibles du plan (ABC)) :

r = -3 + k-2 + n-0
(ABC): Ry = 2 + k-1 + n-(—4)
z = 1 + k-(-3) + n-(=3)
On peut maintenant donner des points appartenant au plan (ABC) en choisissant
un couple de nombres (k;n). Par exemple, pour (k;n) = (5;—2), on obtient le
points
r = —3 + 5.2 + (-2)-0 =7
D: Sy = 2 4+ 5-1 + (=2)-(-4) = 15 = C(7;15;-8)
z = 1 + 5-(=3) + (-2)-(-3) = -8

15.3 Equation cartésienne d’un plan

Soit le plan p passant par le point d’ancrage A(za;y4; 24) et admettant comme vecteurs

Uy U1
directeurs = | us | et U=\ v
U3 U3
Un point M (z;y; z) appartient au plan p si et seulement si les vecteurs AJ\M’ et U sont

4
=
I
@]

coplanaires. Or, ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si Det(AM; u;
ou :
T—Ty UL U
o A Up U
Det(AM,4,0) =|y—ya uz ve |=0
Z—ZA U3 VU3

En effectuant ce déterminant et en regroupant les termes, on obtient une équation du
type

‘ax—l—by—i—cz—i—d:O

ou a, b, c et d sont quatre nombres réels. Cette équation est appelée équation cartésien-
ne de p.

Exemple

Soit le plan (ABC) de l’exemple précédent passant par les points A(—3;2;1),
B(—1;3;—-2) et C(—3;—2;—2). Nous allons déterminer l’équation cartésienne du

plan (ABC).

On pose et on développe le déterminant :

x+3 2 0
y—2 1 —4| = (-3)-(x+3)—8-(2—1)—12(x+3) +6(y —2)
z—1 =3 =3

= —15(x+3)+6(y—2)—8(z—1)=—15z+ 6y — 82 — 49

Finalement, on posant que la valeur de ce déterminant doit étre égale a zéro, on
obtient I’équation cartésienne de (ABC) :

—15z +6y —82—49 =10
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On peut maintenant déterminer si un point appartient ou non au plan (ABC) en
déterminant si ’équation cartésienne est vérifiée pour les coordonnées du point.
Par exemple, pour le point E(—4;2;7), on a

(—15) - (—4)+6-2—8-7—49=0

.

-—
=—33

Ainsi E ¢ (ABC).

15.4 Positions relatives d’une droite et d’un plan

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d'une droite d et
d’un plan p.

d parallele a p d et p sécants
strictement dCp
d d
d ~7
D p p
Aucun point d’intersection h,lﬁ nite de.pomts Un gnique p(.)int I
d’intersection (d) d’intersection

Calcul de l’intersection d’une droite et d’un plan

On donne ici une méthode pour déterminer 'intersection d’une droite d et d'un plan p.

Substituer les équations paramétriques de la droite d dans ’équation cartésienne du plan

p.

On obtient alors une équation de degré 1 a une inconnue (le parametre), qu’on résout.

— Si cette équation admet une seule solution, alors l'intersection est un point I. On
obtient ce point en injectant la valeur obtenue du parametre dans les équations de la
droite d.

— Si cette équation a une infinité de solutions, alors I'intersection est la droite d.

— Si cette équation n’a pas de solution, alors I'intersection est vide.

Exemple
r = 1 + k-2

Soit le planp:x—2y—324+6=0etladroited: ¢ v = 2 + k . Nous
z = =2 — k

allons déterminer leur(s) éventuel(s) point(s) d’intersection.

On substitue tout d’abord les équations paramétriques de la droite d dans [’équation
cartésienne du plan p :

1-(1+2k)—2-2+k)—3-(-2—k)+6=0
On résout l’équation obtenue :

3tk+9=0 — 3k=-9 — Ek=-3
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La droite d et le plan p s’intersectent en un point I. Pour ['obtenir, on injecte la

valeur k = —3 dans les équations paramétriques de la droite :
xr = 1 + (=3)-2 = =5
I'dy = 2 + (=3) = -1 =1I(-5-1;1)
:= 2 - (=3 =1

15.5 Positions relatives de deux plans

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux plans p; et
P2-

p1 et po paralleles p1 et py sécants
distincts confondus

p1 D1
\ \ P2
i X
P1 = D2

\ N

Infinité de points Une unique droite i
d’intersection (plans) d’intersection

P2

Aucun point d’intersection

Equations cartésiennes de deux plans paralleles

Théoreme 15.1

Soient les plans, donnés par leurs équations cartésiennes, p; : a1x + by + 12 +dy =0
(avec a1, by, c1 # 0) et py : asx + boy + coz + dy = 0 (avec asg, by, co # 0).

Les plan p; et p, sont paralleles si et seulement si les coefficients a, b et ¢ sont propor-
tionnels :

dl ll\l d. .
ap b d—2 pour p; et pp paralleles distincts
4 by C d
% b @ = d—l pour p; et po paralleles confondus
2

Calcul de l’intersection de deux plans sécants

On donne ici une méthode pour déterminer l'intersection de deux plans p; et p, sécants.
Poser le systeme formé par les équations cartésiennes des deux plans. Ce systéeme contient
deux équations a trois inconnues.

On se ramene a un systeme de deux équations a deux inconnues en considérant provisoi-
rement une des inconnues comme constante. On nomme alors cette ”inconnue” k.

On résout ce systeme et et on obtient, pour chaque inconnue, une relation la liant a la
constante k.

Ces trois équations constituent les équations paramétriques de la droite ¢+ d’intersection
et le nombre £ est le parametre.
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Exemple

Soit les plans sécants p1 :bx +3y — 22 —4 =0 et py: bx + 3y + 22 — 6 = 0. Nous
allons déterminer leur droite d’intersection.

On pose le systeme de deux équations a trois inconnues (r, y, et z) :

or+3y—2z = 4
5r +3y+22 = 6

On pose alors, par exemple, x = k et on résout les systéme de deuzr équations a
deux inconnues (y et z) :

ok +3y—22z = 4 )
On obtient :
D+®@ : 10k+6y=10 — y:%_gk
D-Q : —4z=-2 N z:%

Finalement, les équations paramétriques de la droite d’intersection i sont :

r = 0 + k
108 Yy = g — k:g
: = 1

15.6 Traces d’un plan

Définition 15.4
On appelle traces d’un plan les droites d’intersection de ce plan avec les plans de référence
Oxy, Oxz, Oyz.
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15.7 Exercices

1) Vérifier que les points A(—4;0;3), B(—2;3;0), C(0;2;1) et D(2;1;2) sont situés dans
un meéme plan.

r =3 — 2k + t
2) On donne les équations paramétriques du planp: ¢ v = 1 + 1k — 4t
z = 95 + 3k + 3t
Les points ci-dessous appartiennent-ils au plan p?
a) A(=2;7;8) b) B(4;4;3) c) C(§;—%:15)
3) Déterminer les équations paramétriques des plans suivants :
a) pp passant par A(6;0;0), B(0;4;0), C(0;0;3).
b) py passant par A(2,3;5), B(1;0;5), C(6;—2;5).
—1
¢) ps contenant le point A(1;2;5) et la droite définie par B(6;0;0) et ¥ = 3
1
1 -1
d) p4 contenant les droites d : A(2;0;3),7= | —1 | et g: B(4;0;0),w = 1
1 -1
r =1 4+ 3t r = 4 — 3t
e) ps contenant les droites d: ¢ y = 3 — 4t etg: X y = 9 — ¢
z = 2 + t z = —7 + 4t
4) On donne I'équation cartésienne du plan p: 2x 4+ 3y — 32 —5=10
Les points ci-dessous appartiennent-ils au plan p?
a) A(0;2;2) b) B(4;3;5) c) O -2 1)

5) On donne les équations paramétriques d’un plan p. Déterminer I’équation cartésienne
de p.

r = 2 4+ k — 3t
p:Ry =5 — k + 2t
z =1 4+ k — t

6) Déterminer les équations cartésiennes des plans de 'exercice 3.

7) Trouver les équations paramétriques des plans d’équations cartésiennes :
a) 2r —3y+4z+5=0 b) 2 —y+2—4=0

8) On donne le plan p:2x —y+32—6=0

Déterminer la position de p relativement aux droites :

1
a) d:A(2;1;-2),7= 2 b) ¢g:B(2;1;-1),C(3;0; —2)
—1
2
c) h:D(1;2;2), W= —b
-3
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9) On donne le plan p: 3x — 2y + z — 6 = 0.
Déterminer les intersections de p avec les axes de référence.

10) On donne les points A(1;2;6), B(5;7;4), C(2;3;5), D(4;6;1) et E(3;4;2).
Calculer le point d’intersection de la droite (AB) avec le plan (CDE).
11) On donne le plan p : 2z — 5y 4+ 2z — 3 = 0. Ecrire I"équation cartésienne d’un plan :

a) parallele au plan p et passant par 1'origine.

b) parallele au plan p et passant par A(2; —1;4).

12) On donne les équations cartésiennes de deux plans p et g.

Déterminer si ces deux plans sont sécants, paralleles ou confondus.

a) p:3r—2y+5z2=4 et q:3x+2y+52=4
b) p:3r—2y+5z=4 et q:6x—4y+10z2=4
c) p:3x—2y+5z=4 et q:—15z 4 10y — 252 = —20

13) Soit le plan p: 3z — 4y — 22 + 12 = 0.
Déterminer les traces de p sur les plans de référence.

Dessiner p et hachurer sa partie visible, les plans de référence étant supposés opaques.

14) On donne deux plans p: 3z — b5y +z2+4=0etq:z+y—22+3=0

Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite d’intersection de ces
deux plans.

15) Existe-t-il un point appartenant aux trois plans p, q et r 7

p:x+2y—3z=—6 q:2x+4y —z =18 r:d3r—2y+z=2

16) Déterminer une droite d passant par A(3; —2;—4), coupant la droite g définie par
3
B(2;—4;1) et ¥ | —2 | et parallele au plan p: 3z — 2y — 32 — 7= 0.
2

17) Trouver les équations paramétriques d’une droite d passant par A(2;3;5) et parallele
aux deux plans p:3r —y+2=0et qg: 2 —y+2=0.

18) Déterminer les équations paramétriques de la droite d qui passe par le point A(4; —7;5)
et qui rencontre les deux droites suivantes :

r = 2 4+ k r = 4 + 3t
g: sy =1 4+ 2k h:¢y =3 + t
z =1 — k z = 3 + 2t

19) On donne une droite d par deux de ses projections :

J r+y—4=0 Z y—22z+4=0
' z2=0 ' xr=0

Déterminer les équations paramétriques de la droite d.
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15.8 Solutions des exercices

2) a) oui b) non
r = 6 — 3k — 2t
3) a) pm y = 0 + 2k
z = 0 + +
r =1 4+ bk —
c) ps:R y = 2 — 2k + 3t
z = 5 — bk + t
r =1 4+ 3k — 3t
e) ps:q y = 3 — 4k — t
z = 2 4+ k + 4t
4) a) non b) oui

6) a) p1:2xr+3y+4z+12=0
c) ps:x+2—6=0
e) ps:r+y+z—6=0

r = 0 + 2k
7) a) pp: y = —1 +
z = =2 — k +

c) oui

r = 2 — k 4+ 4t

b) po y = 3 — 3k — b5t
z = b

r = 2 4+ k + 2t

z =3 + k — 3t

¢) non

b) pp:z2—5=0
d) ps:3x+5y+2:—-12=0

x =0 4+ k
4t b) po:¢ vy = 0 + 1
3t z = 4 — 2k 4+ t

8) 1) La droite intersecte le plan dans le point (—1; —5;1)

)
2) La droite est parallele au plan.
3)

La droite est contenue dans le plan.

9) Axe des x : (2;0;0), axedesy: (0;—3;0), axedes z: (0;0;6)

b

C

10) 1(2:: 1)
11) a) 2z —by+2=0
b) 20 -5y +2—-13=0
12) a) Les deux plans sont sécants.
)
)

Les deux plans sont confondus.

x
13) Trace sur le plan Ozy : t1: ¢ vy
z

Trace sur le plan Oxz : t5: < vy

8

Trace sur le plan Oyz : t3: ¢ v

N

Les deux plans sont strictement paralleles.

k
3+ 2k
0

k
0
6 + 3k
0

k
6 — 2k
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r = 1 4+ 9%k
14) i : y = 2 + Tk

z = 3 + 8k
15) 1(2;5;6)

r = 3 + bk
16) d: y = —2 — 6k

z = —4 + 9k

r = 2
17) d: y = 3 + k

z = 5 + k

T = 4 — 9k
18) d: y = —7 + 22k

z = 5 — 11k

T = 8 — 2k
19) d: y = —4 + 2k

z = k
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Chapitre 16

Produit scalaire

16.1 Définitions produit scalaire et norme

Les propriétés et les formules du produit scalaire dans 1’espace sont analogues a celle
établies dans le plan, comme deux vecteurs de ’espace sont toujours ”coplanaires”.

Définition 16.1

On appelle produit scalaire de deux vecteurs et ¢ le produit de la mesure algébrique
(avec signe) u de @ et de la mesure algébrique v" de la projection orthogonale, v/, de ¥/
sur une droite de direction .

On note le produit scalaire de @ et v :

Y

i~

Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U, W et le nombre réel A, on a :

1. Commutativité : UelU=10Uel

2. Bilinéarité : Ue (U+wW)=tUeVU+1UewW
3. Produit par un nombre réel : (AN-U)eT=A-(Ue7)

4. Positivité : vetl =0

5. Vecteur nul : Gei=01=0

Définition 16.2
On appelle norme d’un vecteur u, la racine carrée du produit scalaire « ¢ . La norme
de 4 se note |||
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Remarque
La norme d’un vecteur est synonyme de sa longueur.
Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U’ et le nombre réel A\, on a :

1. Positivité : @l =0

2. Vecteur nul : @] =0 a=0
3. Produit par un nombre réel : | ||A-d|| = |A| - ||d]|
4. Inégalité triangulaire : | + 9| < ||| + ||7]|

Proposition 16.1

Si A, B et C sont trois points tels que 1@ =, 1@ = Get BAC = a (v est I'angle entre
le vecteur u et le vecteur ¥), on a

On appelle cette égalité 'expression géométrique du produit scalaire.

Définition 16.3
On appelle vecteur unitaire un vecteur de norme 1.

U est un vecteur unitaire <= ||u]| = 1

Proposition 16.2
Si U # 0, les vecteurs unitaires de méme direction que v sont

U = —=- 0V et Uy = ——== U
|17 7]

16.2 Orthogonalité

16.2.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 16.4
Deux vecteurs u et ¢ sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est égal
a zéro.

Ulv<=tuet=0

Remarques

1. Le vecteur nul 0 est orthogonal a tous les autres vecteurs v, car 0o =0.

2. Le produit scalaire de deux vecteurs peut étre nul, sans que I'un des vecteurs soit nul.
Théoréme 16.3

Si le vecteur « est orthogonal aux vecteurs ¢ et w, alors @ est orthogonal a toute combi-
naison linéaire de ¥ et .
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Démonstration. Soient « orthogonal a v et W et d = o - ¥ 4 [ - W, combinaison linéaire
de ¥ et .

On a :
Ged = de(a-T+B W)= ie(a-0)+ile(B @)
PO (@) + B (o) =0
=0 =0
Ainsi, @ et @ sont orthogonaux. O
Conséquence

Si un vecteur u est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires v et w qui sont des vecteurs
directeurs d’un plan p, alors le vecteurs u est orthogonal a chaque vecteur défini par deux

—
points A et M du plan p:u 1L AM.

e s T ' —
En effet, comme, par définition de p, les vecteurs AM, v et w sont coplanaires, AM peut
s’exprimer comme une combinaison linéaire de v et .

Définition 16.5
On appelle vecteur normal a un plan p tout vecteur n non nul orthogonal a deux
vecteurs directeurs de ce plan.

16.2.2 Droites orthogonales

Définition 16.6
Les droites d et g de vecteurs directeurs respectifs d et g sont orthogonales si les vecteurs
d et ¢ sont orthogonaux, c’est-a-dire si d e g = 0.

Remarques

1. Deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement sécantes.

2. Deux droites orthogonales et sécantes sont dites perpendiculaires.

16.2.3 Droite et plan perpendiculaires

Définition 16.7

Une droite d et un plan p sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur dlrecteur
d de la droite et un vecteur normal 7 au plan sont colinéaires, c’est-a-dire si 7 = « - d
avec a € R.

Une droite orthogonale a un plan est aussi appelée normale de ce plan.

Théoreme 16.4
Si une droite d est orthogonale a deux droites g et h sécantes d’un plan p, alors la droite
d est orthogonale au plan p.
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d

Jlu 5

Démonstration. Soit une droite d orthogonale a deux droites g et h sécantes d’un plan p.
Comme g et h sont sécantes, leurs vecteurs directeurs g et h sont des vecteurs directeurs
de p.

Ainsi, le vecteur directeur d de d est un vecteur normal de p comme il est orthogonal
a deux vecteurs directeurs de p. d est donc colinéaire aux autres vecteurs normaux de
D- O

Remarques
1. Une droite d est orthogonale a un plan p si et seulement si elle est orthogonale a toute
droite de p.

2. Si une droite d est orthogonale a une droite d'un plan p, on ne peut pas en déduire
que la droite d est orthogonale au plan p.

3. Etant donné une droite d et un point A, il existe un seul plan passant par A et
orthogonal a d.

4. Etant donné un plan p et un point A, il existe une seule droite passant par A et
normale a p.

16.2.4 Plans perpendiculaires

Définition 16.8
Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont ortho-
gonaux.

Théoreme 16.5
Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si I'un des plans contient une droite
orthogonale a I'autre.

16.3 Repere orthonormé

16.3.1 Définitions

Définition 16.9
Une base (1, 7, k) de V3 est dite orthonormée si
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Un repere (O;I; J; K) de € est dit orthonormé si
——
|01 = 0] = 0K =1
Ol eOJ =0l e Ok = 0J « Ok —

N

Remarques

1. Dans une base orthonormée (;, j, l;), les vecteurs de cette base sont orthogonaux deux
a deux et unitaires (de longueur 1).

2. Dans la suite du cours, sans mention contraire, on considérera toujours les bases de V3
comme étant orthonormées et les reperes de € comme étant également orthonormés.

16.3.2 Expression analytique du produit scalaire

Uy U1
On considere les vecteurs 4 = | uo et U=\ w9 donnés en composantes dans une
Us U3

base orthonormée (i, , k).

Proposition 16.6
Le produit scalaire des vecteurs @ et U est le nombre réel :

Uy U1
Uel = (%) ° (%) = UL -V + U Vo + U3 - Vs
us U3

Démonstration. Dans la base orthonormée (;, j’, E), on calcule le produit scalaire de et
U (en utilisant les propriétés du produit scalaire) :

Go¥ = (up-i+us-jtus-k)e(vi-i+uvs-j+us-Fk)
= u1v1-2-2+u2v joj+ ke
=1 ] =

Ni
[ ]
=l

\w
[ ]
=t

+(U1U3 + U3U1) +(u2v3 + U3U2)

]

"‘(Ul’UQ + UQ’U1> ;a

Il
o

0

Il
o

= U1V + UV + U3V3
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16.3.3 Expression analytique de la norme

Uy
On considere le vecteur 4 = Us donné en composantes dans une base orthonormée
Uus

- =

(1,7, k).

Proposition 16.7
La norme du vecteur # est le nombre réel :

@l = Vi o @ = y/u? + u3 + u3

16.3.4 Vecteur normal a un plan

Proposition 16.8

S

Le plan d’équation cartésienne p : ax + by + cz + d = 0 admet le vecteur 7 =

comme vecteur normal.

Démonstration. Soient deux points A(za;ya;z4) et B(zp;yp; zp) d'un plan d’équation
cartésienne p : ax + by + cz + d = 0. Nous allons montrer que les vecteurs 77 et ﬁ sont
orthogonaux.

a T — Ta
e AL = b |e| yp—ya | =a-(xp—xa)+b-(yp—ya)+c- (25— 24)
ZB — RA
= (axp +byp + czp) — (awa 4 bya + cz4) =0
——d, car Bep ——d, car Acp

Comme 77 est orthogonal a tous les vecteurs formés a partir de deux points du plan p, 7
est normal a p. O
Remarque

Un plan peut étre déterminé par un point et un vecteur normal.

Exemple

Nous allons déterminer [’équation cartésienne du plan p passant par le point
A(3; —1;7) et perpendiculaire a la droite (BC) avec B(3; —4;6) et C(2;4;9).

1. Un vecteur normal du plan p est :

2 3 —1 a
F=BC=|a4 - al=( s |=
9 6 3

L’équation cartésienne partielle de p est —x + 8y + 32+ d =10

2. Comme A € p, on peut déterminer d en résolvant I’équation
(=1)-3+8-(-1)+3-7T+d=0 — d=-10
L’équation cartésienne de p est : —x + 8y + 3z —10=10
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16.4 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O; [; J; K) de ¢ et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(i,7,k) = ((7;, (ﬁ, (7() de V3 associée.

2 1
1) On donne les vecteurs 4 = [ —1 | et 7= 0
3 -2
a) Calculer :  @We¥; wWet; UWe(U+7)
b) Calculer = [all; [|o]};  [[(=2)-all; [la+ ]

14
2) Soit le vecteur @ = | —8

8

a) Déterminer les vecteurs unitaires colinéaires au vecteur a.

b) Déterminer les vecteurs de norme 9 colinéaires au vecteur a.

3) Déterminer deux vecteurs W orthogonaux au vecteur « de 1'exercice 1.

7
4) Déterminer les nombres réels a et b pour que le vecteur [ a | soit orthogonal a
b
4 -5
chacun des deux vecteurs | 3 | et 20
8 9
r = 2 + 3t
5) Soit ladroited: ¢ vy = 0 + ¢
z = —4 — 1

Déterminer une droite g perpendiculaire a d.

6) Déterminer la droite d passant par le point A(2;3;5) et perpendiculaire au plan p
d’équation cartésienne 3x — 2y + 2z + 5 = 0.

7) Ecrire une équation cartésienne du plan p passant par le point A(3;1;1) et perpendi-
culaire a la droite (BC) avec B(1;0;5) et C(3;—3;8).

8) Ecrire une équation cartésienne du plan p passant par 'origine et par le point A(1;1;1)
et perpendiculaire au plan d’équation x —y + 2 +2 = 0.

9) Déterminer I’équation cartésienne du plan p perpendiculaire au plan Ozy et contenant
r = 3 + 2t
ladroited:< vy = 0 — ¢
z = 4 4+ 3t
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10) Déterminer la droite d passant par le point A(2;3;5) et coupant perpendiculairement
la droite (BC') avec B(1;1;1) et C(2;0;3).
11) On donne les points A(2; —1;4) et B(1;3;2).

Etablir I’équation du plan perpendiculaire au segment [AB] et passant par le milieu
du segment [AB].

Déterminer une propriété caractéristique des points M de ce plan.

12) On donne le plan p : 20 +y — 2 +4 = 0 et les points A(—8;5;—4), B(3;2;4) et
C(—2;1;0).
a) Déterminer le symétrique du point A par rapport au point B.
b) Déterminer le symétrique du point A par rapport au plan p.

¢) Déterminer le symétrique du point A par rapport a la droite (BC).
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16.5 Solutions des exercices

1) a) a) Ted=—4 b) @i =14 ¢) @e(@+7) =10
b) a) ||@l| = VI b) [ldl] = V3 o) || - 20| =2 VT
d) [[@+dl =11
I 7
2) a) £ —3 b) £| —4
4 4
9
—1 0
3) W= —2 et Wy = | 3 | par exemple
0 1

z = 0
5) g:< y = k parexemple
z =k
x = 2 + 3k
6)d: < y = 3 — 2k
z =5 4+ k

) p:2x—3y+32—6=0
8) p:x—2=0

9) p:x+2y—3=0

r = 2 + k
10)d:{ y = 3 — 19
z = 5 — 10k

11) p: 248y —424+7=0

Tous les points M du plan p sont équidistants de A et B.
12) a) A'(14;-1;12)

b) A"(—6;6;—5)

c) A”(—6;—5;—4)
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Distances

17.1 Distance de deux points

Définition 17.1
On appelle distance de deux points A et B la norme du vecteur E La distance de A
a B se note 0(A; B).

5(A; B) = | AB|

Equidistance

L’ensemble des points de ’espace équidistants de deux points A et B est un plan appelé
plan médiateur de [AB]

La plan médiateur de [AB] passe par le milieu de [AB] et admet comme vecteur normal

le vecteur AB.

plan médiateur

B

=

[AB]

Exemple

Nous allons établir I’équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB] avec
A(=2;-1;4) et B(—1;3;-2)

1. Un vecteur normal du plan médiateur m est :
—1 -2 1

deAp=| 3 |- =1 ]=( 12 |=
9 4 6

> Q

L’équation cartésienne partielle de m est x + 4y — 6z +d = 0.
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2. Comme m passe par le point milieuw de [AB], Mg = (—%;1;1), on peut
déterminer d en résolvant l’équation :

3 7
—2441-6-14d=0 — d=-
2" * 2

L’équation cartésienne de m est : x + 4y — 62 + % =0

17.2 Distance d’un point a un plan

Définition 17.2
La distance §(FE;7) d’'un point E a un plan 7 est la distance du point £ & sa projection
orthogonale E’ sur .

Formule vectorielle

Soit 7 le plan passant par un point A et de vecteur normal 7.

La distance du point F au plan 7 est :

AL o 77
O(E;m) = —
Em) =

E
AL/ k-

n

Formule analytique

Soit 7 le plan d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0.

La distance de point F(zo; yo; z0) au plan 7 est :

. ‘CL.TO + byo + czo + d|

R

Equidistance

L’ensemble des points de I'espace équidistants de deux plans sécants 7 et 7’ est constitué
de deux plans appelés plans bissecteurs de 7 et 7'

Les plans sécants d’équations a1x + b1y + 12 + dy = 0 et asx + boy + coz + dy = 0 ont
pour plans bissecteurs les deux plans d’équations

ar +by +eiz+dp 02T + boy + coz + do
Vai 4+ b7+ Vaz 45 +c;

Ces deux plans sont perpendiculaires.
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7T 7'

plans bissecteurs

LN S

17.3 Distance d’un point a une droite

Définition 17.3
La distance d’un point E a une droite d est la distance du point E a sa projection
orthogonale E’ sur la droite d.

E

Formule

Dans le chapitre ”Produit vectoriel”, nous établirons une formule donnant la distance
d’un point a une droite.

Equidistance

L’ensemble des points de I'espace dont la distance a une droite fixe d est une constante
r est le cylindre de révolution d’axe d et de rayon r.
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17.4 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O; [; J; K) de ¢ et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(i,7,k) = ((7;, (7/), (7() de V3 associée.
1) Calculer la distance des deux points A(1; —5;4,3) et B(0,4;1;—-9,1).

2) Etablir ’équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB] avec A(2;—1;4) et
B(1;3;2).

3) On donne la droite d passant par les points A(2;3;5) et B(1;2;8).
Déterminer le point de la droite d situé a égale distance de C'(5;4;8) et D(9; —2;6).

4) Calculer la distance du point E(15; —2;5) au plan p d’équation 3z — 2y + z = 12.

5) Soit le tétraedre de sommets A(2;4;6), B(—4; —4;4), C(5;0;3) et D(—1;7;5).

Calculer la longueur de la hauteur, issue de A, de ce tétraedre.

6) Vérifier que les deux plans d’équations 3x+12y—4z—18 = 0 et 3x+ 12y —42+73 =0
sont paralleles et calculer leur distance.

7) Déterminer les équations cartésiennes des plans situés a la distance 6 du plan p
d’équation 9x + 2y — 6z — 8 = 0.

8) On donne les plans p:x +2y —2z—1=0et ¢:2x —y + 22+ 1= 0.

Déterminer les équations cartésiennes des plans bissecteurs de p et q.

r = b + 3k
9) Déterminer les coordonnées des points situés sur la droited : ¢ vy = 13 + 7k et
z = T 4+ bk

équidistants des plans p: 6x —y —22+3=0et q:3x+4y —42—-9=0.

10) Soient les points A(1,5;3), B(5;3;7) et C(9;1;2).

Déterminer les équations paramétriques de la bissectrice de I’angle BAC.

r = =3 + k
11) Calculer la distance du point F(5;—2;1) aladroited: ¢ vy = 8 + 6k
z = 16 + 2k
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17.5 Solutions des exercices

1) 6(A,B) = 14,7

3

W

ot
S
||

D

8
9

(3

NIO‘

i —3)
Tr =

10) b:

<
I

z —_=

11) 6(E;d) = 15

M (9; 10; —16)
(£ ) 3v14

1 +
5
3 +

)

2) p:—2x+8y—424+7=0
)
)

)
)
) pri92 42y —62—T4=0
) p
)

et (—1;—-1;-3)

14k
7k
ok

et

pr:—r+3y—4z—2=0 et

P29+ 2y —62+58 =0

p23$+y20
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Chapitre 18

Angles

18.1 Angle de deux vecteurs

Définition 18.1
Soient A, B et C trois points tels que ﬁ =u et 1@ = 1.

L’angle « entre les vecteurs @ et U est égal a I'angle BAC.

C

|

£y

Formule

On peut déterminer I’angle v en se basant sur 'expression trigonométrique du produit
scalaire o U = ||t]| - ||7]| - cos(c) :

( ) ue?vV 1_[017
COS\(Y) = ——7—— =+ ou = arccos | w—=—=o
[l - [|7]] [a]] - (|17

18.2 Angle de deux droites

Définition 18.2
On appelle angle de deux droites d et g (gauches ou coplanaires) tout angle formé par

deux quelconques de leurs vecteurs directeurs d et g.
Formule

L’angle aigu a de deux droites d et g est donné par :
|d« 7]

OS(Oé) = = o
dll - {141l
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18.3 Angle de deux plans

Définition 18.3
On appelle angle de deux plans 7; et w5 tout angle formé par deux quelconques de
leurs vecteurs normaux 7; et 7.

1 (6]

MK

T2

Formule

L’angle aigu a de deux plans 7; et my est donné par :

|ﬁ1 -ﬁQ\
COS|&x) = T TEET—
(@) = @l Tl

18.4 Angle d’une droite et d’un plan sécants

Définition 18.4
On appelle angle (aigu ou obtus) d’une droite d et d'un plan 7 sécants ’angle que forme
d avec sa projection orthogonale d’ sur .

Méthode de calcul

1. Calculer I'angle aigu B formé par un vecteur directeur de la droite d avec un vecteur
normal du plan p.

2. L’angle aigu o formé par d et m vaut : a = 90° — 3.
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18.5 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere ortho-
normé (O; [; J; K) de ¢ et les composantes des vecteurs relatives a la base orthonormée

(i,7,k) = ((7;, (ﬁ, (7() de V3 associée.

r = =30 + &k r = 2 — 3k
1) On donne les deux droites d: ¢ y = 8 + 3k etg:s vy = 0 — k.
z = 16 + k z = -4 + k

a) Vérifier que ces deux droites sont sécantes.

b) Calculer I'angle aigu d’intersection de ces deux droites.

2) Soit le triangle de sommets A(4;1;7), B(2;4;3) et C(3;9;5).

Calculer les trois angles de ce triangle.
3) Calculer I'angle aigu formé par les plans p: v + 2y — 2z =0 et ¢ : 2z — 3y + 4z = 8.

4) Soient la droite d passant par A(1;2;3) et B(2;1;5) et le plan p : 3z + 2y — 5z = 0.

Calculer I'angle formé par la droite d et le plan p.

5) Soit le cone de révolution donné par son sommet S(9;1; —1), par le point A(4;3;2) et
par ’équation du plan contenant le cercle de base, p: 2z +y — 22 +6 = 0.

a) Calculer les coordonnées du centre C' du cercle S
de base.

b) Calculer la hauteur du cone.
c¢) Calculer le demi-angle d’ouverture du cone.

d) Calculer les coordonnées d'un autre point du
cone.

e) Calculer les coordonnées de deux points du
cercle de base du cone.

f) Calculer le rayon du cercle de base.

6) Déterminer les équations cartésiennes des plans passant par les points A(4;2;1) et
B(2;1;—1) et qui forment un angle de 45° avec le plan d’équation =z — 4y + 2z —8 = 0.
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18.6 Solutions des exercices

a40,5°, $099,8, ~=239,7°

4) o = 36,6°
5) a) C(3;—2;5)
b) h=9
c) a=40,8°
d) B(1 )par exemple
£y r=7

6) 2c —2y—2—-3=0, 2+2y—22—-6=0
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Chapitre 19

Produit vectoriel

19.1 Définitions et propriétés

Dans le chapitre 16, nous avons défini le produit scalaire de deux vecteurs dont le résultat
est un nombre réel.

Dans ce chapitre, nous allons définir le produit vectoriel de deux vecteurs dont le résultat
est un vecteur.

Définition 19.1
Soit deux vecteurs « et ¢ formant un angle .

Par définition, le produit vectoriel de 4 et U est le vecteur noté @ A ¢ (lire 4 ”cross” ¥)
tel que :

1. la direction de @ A U est orthogonale aux directions
des deux vecteurs o et v';

—

2. le sens de @ A U donne au triplet (@; ¢;4 A U) une
orientation directe :

cette orientation est donnée par la "regle du tire-
bouchon” ou par la "regle des trois doigts de la main
droite” (pouce, index, majeur), illustrée ci-contre;

3. la norme est égale a l'aire du parallélogramme
construit sur o et v :

[ A 0l| = [l - [|v]] - [sin(y)|

(base : ||d||, hauteur : h = ||7]] - | sin(¢p)]).

Remarques

1. On utilise aussi la notation # X ¥ au lieu de @ A ¥.

2. Par convention, la base orthonormée (;, 7, E) est dite directe si le vecteur k s’obtient
a partir des vecteurs ¢ et j, pris dans cet ordre, a I'aide de la regle des trois doigts de
la main droite. On dit aussi que cette base est orientée positivement.

Dans le cas contraire, on dit que la base orthonormée est rétrograde ou orientée
négativement.
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3. Dans la suite du cours, sans mention contraire, on considérera toujours les bases comme
orthonormées et directes.

Propriétés

Quels que soient les vecteurs u, U, W et le nombre réel A\, on a :

1. Anticommutativité : UNT=—(UAU)

2. Bilinéarité : UN (U4 W) = (A D) + (4 A WD)
(4 +0) N = (N W) + (TA W)

3. Produit par un nombre réel : A-U)ANT=X-(TAD)

4. Tdentité de Lagrange : @ A T2 = ||d]|* + ||7])* — (@ 0)?

5. Colinéarité : iNT =0« i et ¥ sont colinéaires

19.1.1 Expression analytique du produit vectoriel

(51 01
On considere les vecteurs 4 = | uo et U=\ wv9 donnés en composantes dans une
Uus U3

—
I

base orthonormée directe (3, ], k).

Proposition 19.1
Le produit vectoriel des vecteurs 4 et ¥ est le vecteur :

(%51 (%1 UV3 — U3V2
UNT = (5] N V2 = U3V — U1V3
Uus U3 U1V — U2V

Remarque

Pour le calcul de 4 A U, on peut utiliser (par abus de notation) le pseudo-déterminant

suivant :

; Uy U1
UNT = j Ug V9
E us Vs
Exemple
1 -2
Soit les vecteurs 1 = | —3 et v = 4 donnés en composantes dans une
5 3
base (;, j, E) orthonormée directe. On peut calculer leur produit vectoriel :
1 —2 -9 —20 —-29
unNv=| =3 | A 4 =| -10-3 | =1 —13
5 3 4—-6 -2
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ou en utilisant le pseudo-déterminant

i 1 =2
GAT=|7 —3 4 |=-9i+4k—10j — 6k — 20i — 3] = —29i — 13] — 2k
k5 3

19.2 Applications du produit vectoriel

19.2.1 Détermination du vecteur normal a un plan

Soit trois points distincts A, B et C non alignés et le plan (ABC).

Un vecteur normal au plan (ABC) est :

i— AB A AC

19.2.2 Aire d’un triangle
L’aire d’un triangle (ABC') vaut la moitié de l'aire du parallélogramme ABCD.

5= 4B A AC|

19.2.3 Distance d’un point a une droite

-

La distance d’un point £ a une droite d(D;d) est donnée par :

Démonstration. Par définition du produit vectoriel, I'aire du parallélogramme sur lﬁ et

d vaut ||ﬁ Ad]|. Or, cette aire est également donnée par le produit entre la base, ||d]|,
et la hauteur, 6(E;d).
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19.2.4 Perpendiculaire commune a deux droites gauches
Soit deux droites gauches d(D;d) et g(G;g) et le vecteur it = d A §.

La perpendiculaire commune n aux deux droites d et g est contenue dans le plan p(D; CZ ),
passe par le point d’intersection de la droite g et du plan p et a pour vecteur directeur 7.

19.2.5 Distance de deux droites gauches

Définition 19.2
Soit deux droites gauches d(D;d) et g(G; g).

La distance d(d; g) est la distance de I a J, ou I et J sont les points d’intersection de la
perpendiculaire commune n a d et g.

G 7 n
J
N
ﬁl\ 9
- I\
/%/'/d

Propriété

La distance entre les deux droites gauches d et g est donnée par :

5(d'g):|l)*6>7.(cfA§)\
| 14 A g

Remarques

1. Nous démontrerons cette formule de §(d; g) en exercice.

2. Le numérateur de la formule §(d; g) comprend un produit scalaire et un produit vec-
toriel : le résultat de cette double opération est appelé produit mixte.
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19.3 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere or-
thonormé direct (O;1;J; K) de ¢ et les composantes des vecteurs relatives a la base

orthonormée (;, 7, lg) = (07, 07), O—I>() de V3 associée.

4 1 2
1) On donne les vectewrs 4 = | —1 |, 7= 5 et W = 0
2 -3 —4

Calculer et comparer :

UNTet UAU

2) Est-ce que d@ A b=aA ¢ implique b = ¢?

—

3) Démontrer le formule ||@ A ¥]|? + (i « ¥)? = ||4d]|* - ||7]|* (identité de Lagrange).
4) Calculer ||@ A b|| lorsque ||@|| = 6, [|b]] = 5 et Pangle formé par @ et b vaut C

5) Soit le plan (ABC) avec A(—6;3;—2), B(5;2;1) et C'(2;5;2).
Ecrire les équations paramétriques de la droite passant par le point B et perpendicu-
laire au plan (ABC).

6) On donne les plans p:3x —2y+5z=3etq:z—y— 2= —2.
Trouver une équation cartésienne du plan r passant par l'origine et perpendiculaire
aux deux plans p et q.

7) On donne les points A(2;1; —2), B(2;3;0), C(6;6;5) et D(6;4;3).

Vérifier que le quadrilatere ABC'D est un parallélogramme et calculer son aire.

8) Calculer I'aire du triangle de sommets A(1;4; —3), B(1;6;—1) et C(5;9;2).

xr = 3 — 2k
9) Soit ladroited: ¢ vy = 2 + 3k .
z = —1 + k

Calculer la distance du point A(—5;4; —2) a la droite d.

10) Soient les points A(2;1;3), B(1;2;1), C(—1; —-2;—2) et D(1;—4;0).
a) Vérifier que les deux droites (AB) et (C'D) sont gauches.

b) Déterminer la perpendiculaire commune & ces deux droites.

c) Calculer la distance entre ces deux droites.
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19.4 Solutions des exercices

-7 7
1) a) unv=| 14 |, TAu=| —14
21 —21
—14
b) 4 A (20) = (2U) AT =2(d N\ V) = 28
42
-3
c) UN U+ W) = (UAV)+ (UANW) = 34
23
—56 14
d) (UNV) AW = 4 |, UN (UAW) = 0
—28 —28

2) Non
4) |[@anbl] =15
xr = 5 + k
5 d:{ y = 2 + 2k
z = 1 — 3k

6) r:Tx+8y—2=0

7) A=12
8) A=5,65
9) 6(A;d) = 24
r = —6 + k
10) b) Perpendiculaire commune : ¢ y = 3 + k
z = =7

¢) 3((AB); (CD)) = 32
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Chapitre 20

Produit mixte

20.1 Définitions et propriétés

Définition 20.1
On appelle produit mixte de trois vecteurs i, v, w, pris dans cet ordre, le nombre réel
noté |u, v, w| et défini par la formule :

—

@, 5,0 = il s (T A D)

Propriétés
. e A , .
Quels que soient les vecteurs u, u', ¥, w et le nombre réel A, on a :

1. Le produit mixte est invariant dans une permutation circulaire de ses vecteurs :

—

|@, U, W] = |0, u, V| = |V, d,d]
2. Le produit mixte change de signe quand on permute deux vecteurs :
\u, U, W] = —|U,u,d| = —|u, W, 7| = —|W,V, ]
3. Produit par un nombre réel et somme :
[A-
|4+

4. Pseudo - associativité :

— = =

5. Le produit mixte |, 7, 4] est égal au volume du parallélépipede construit sur les
vecteurs i, U, w.
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Démonstration. On considere le parallélépipede construit sur les vecteurs u, U, w repré-
senté ci-dessus. On a :

| U, U, W] =de (UAW) = (UAV) oW = ||u AV ||| - cos(a) = volume para.
—_—— ———

base hauteur
O
20.1.1 Expression analytique du produit mixte
Ui U1 w1
On considere les vecteurs © = | us |, 0= | w9 et =1 wy donnés en compo-
us U3 w3
santes dans une base orthonormée directe B = (1, J, k).
Proposition 20.1
Le produit mixte des vecteurs i, ¥ et w est le nombre :
|u, ¥, W | = Det(u, U, W)
Démonstration. Soient les trois vecteurs u, ¥ et w dans la base B. On a :
Uy VW3 — V3Ws
Lﬁ, U, ’U_J)J = ’II (] (?7/\ U_j) = U2 . V3w, — V1 W3
us D1 Wy — VW
Vg W U1 W U1 Wy
= Up- _|_u2(_1>‘ + usg -
V3 W3 V3 W3 Vg W2
Uy V1 Wy
= |U2 V2 W2
uz vz wWs
O
Exemple
1 2 3
Le produit mixte des vecteursu= | 0 |, v=| 4 | etw=| 3 | estégala :
2 1 1

12 3
|@,0,@ =[0 4 3|=441240—-24—3—0=—11
21 1

20.2 Applications du produit mixte

20.2.1 Indépendance linéaire

Le produit mixte permet de déterminer si trois vecteurs (ou quatre points) sont copla-
naires :

|@, U, W] = 0 <= , ¥, sont coplanaires
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20.2.2 Equation cartésienne d’un plan

Soient trois points distincts A, B et C' non alignés et le plan (ABC).

Le produit mixte permet de déterminer I’équation cartésienne du plan (ABC') en posant :

\AM, AB,AC| = 0

20.2.3 Volume d’un parallélépipede

Le volume du parallélépipede ABCDEFGH est H

donné par : E
AE G
V = ||AB, AD, AL || !

20.2.4 Volume d’un tétraedre

Le volume du tétraedre SABC est donné par :

v = £||4B, 4C, 43|

20.2.5 Distance de deux droites gauches

—

Soient deux droites gauches d(D;d) et g(G; ).

La distance entre les deux droites gauches d et g est donnée par :

(i) — LD 23
Il
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20.3 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere or-
thonormé direct (O;1;J; K) de ¢ et les composantes des vecteurs relatives a la base

orthonormée (Z, 7, lg) = (07, 07), O—I>() de V3 associée.

3 2 -2
1) On donne les vecteurs @ = | —1 |, b= 5 etc=| -3
3 —4 6

) 2
2) Soient les vecteurs @ = 2 etb=| —1
-3 6

Déterminer un vecteur ¢ tel que |@,b, ¢ = 0. Constatation.

3) Soient @, b, & trois vecteurs orthogonaux deux & deux, tels que ||@]| = 3, ||b]| = 2 et
el = 5.
Calculer le produit mixte |@,b, .

4) On donne les points A(7;1;—3), B(8;2; —2), C(4;4;4) et D(10;1;—5).
Ces quatre points sont-ils coplanaires ?

5) Soient les points A(—1;—1;7), B(—2,1;6), C(0;1;6), D(1;—1;7), E(2; —2;3),
F(1;0;2), G(3;0;2) et H(4;—2;3).
Vérifier que le polyedre ABCDEFGH est un parallélépipede et calculer son volume.

6) Soient les points A(2; —1;1), B(5;5;4), C(3;2; —1) et S(4;1;3).
Calculer le volume du tétraedre ABC'S.
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20.4 Solutions des exercices

—

1) |@ b, =70, |@cb|=-70, |bcad =70, l|aba =0

7
2) Les vecteurs ¢, d et b sont linéairement dépendants. Par exemple ¢ = | 1
3
3) 1d@,b,¢) =30
4) Oui
5) V=18
6) V=3
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Chapitre 21

La sphere

21.1 Définition

Définition 21.1
On appelle sphére ¥ de centre () et de rayon r (r € R,) len-
semble des points M de I'espace situés a la distance r du centre 2.

On a donc : —
Mex & 6(Q; M) = QM| =r v

On note cette sphere : (€2 7).

21.2 Equation cartésienne d’une sphere

Soit la sphere 3 de centre Q(zo; yo; 20) et de rayon 7.

Un point M (z;y; z) appartient a la spheére X si et seulement si §(2; M) =r. On a :

SN T — Xo
QM| =1 < Y — Yo
zZ— 20

& V0E—m)2+y—y)+(z—z)2=r

& (& —20)* + (y —v0)* + (2 — 20)* =17

Cette derniere relation est appelée équation cartésienne (canonique) de la sphere 3.

En développant la formule ci-dessus, on obtient une équation de la forme
az® + ay? 4+ a2’ + 2bx +2cy + 2dz+e =0
avec a # 0, appelée équation générale d’une sphere.

Exemple

Soit la sphére Y donnée par l’équation générale : x®+y*+2? —10x+4y+62+22 = 0.
Nous allons déterminer le centre ) et le rayon r de cette spheére.

Lidée est de transformer l’équation générale en l’équation cartésienne canonique
pour pouvoir y lire directement € et r. On commence pour regrouper les termes en
x,y et z, puis on “compléete les carrés”.
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22— 10z +y° +4dy+22 462422 = 0

(£—5)2-25  (y42)2—4  (2+3)2-9
(=52 +y+2>+(2+3)?> = 25+4+9—22
(=5 +(y+22*+(z+3)? = 16

La sphére 3 a pour centre (5; —2;3) et pour rayon r = /16 = 4.

21.3 Positions relatives d’une droite et d’une sphere

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d’une droite d et
d’une sphere 3(€;r).

d d
B
5(Qd) < 5(Qd) =7 5(Qd) > r
Deux points A et B Un unique point T Aucun point d’intersection
d’intersection d’intersection

Définition 21.2
Une droite tangente a la sphere ¥(£2;7) est une droite située a la distance r de €.

Calcul de l’intersection d’une droite et d’une sphere

On donne ici une méthode pour déterminer I'intersection d’une droite d et d’une sphere

Y.

Substituer les équations paramétriques de la droite d dans I’équation cartésienne de la
sphere 3.

On obtient alors une équation de degré 2 & une inconnue (le parametre), qu’on résout.

— Si cette équation admet deux solutions, alors I'intersection est constituée de deux points
A et B. On obtient ces points en injectant les valeurs obtenues du parametre dans les
équations de la droite d.

— Si cette équation admet une seule solution, alors l'intersection est un point 7'. d est
tangente a la sphere > en 7.

— Si cette équation n’a pas de solution, alors I'intersection est vide.

Exemple

Soit la sphére ¥ @ 2> + 9> + 22 — 2 — 2y +2 —3 = 0 et la droite d
r = 6 - 2k
y = —3 4 2k . Nous allons déterminer leur(s) éventuel(s) point(s) d’in-
z = —4 + k

tersection.
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On substitue tout d’abord les équations paramétriques de la droite d dans [’équation

cartésienne de la sphere Y :

(6 —2k)* + (=3 +2k)* + (=4 +k)* — (6 —2k) —2(—3+2k) + (-4 +k)—3=0

On résout l’équation obtenue :

Ok? — 45k +54=0 — k> =5t+6=0 — (k—2)(k—3)=0 — k =2,k =3

La droite d et la sphere 3 s’intersectent en deux points A et B. Pour les obtenir,
on injecte les valeurs de k dans les équations paramétriques de la droite :

r = 6 -
y = —3 +
z = —4 +
r = 6 -
y = =3 +
z = —4 +

2.
2.

2

2.
2.

3

2
2

2

1 = A(2;1;,-2)
—2

0

3 = B(0;3;,—-1)
—1

21.4 Positions relatives d’un plan et d’une sphere

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles d'un plan p et d’une

sphere X(§2;r).

N

hp) <r

6(sp) =7

(2 p) >

Un cercle ¢ d’intersection

Un unique point 7'

d’intersection

Aucun point d’intersection

Remarque

Dans l'espace, un cercle n’a pas d’équation cartésienne. On définit un cercle de ’espace

en donnant son centre, son rayon et le plan qui le contient.

Définition 21.3

Un plan tangent a la sphere ¥(2;7) est un plan situé a la distance r de €.

Propriété

Le plan tangent a la spheére 3(€2; ) au point 7" a pour vecteur normal fﬁ
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Remarque

Le plan tangent en un point 7" a la sphere X(£2;7) contient toutes les droites tangentes
en 1" a cette sphere.

21.5 Position relatives de deux spheres

On donne dans le tableau ci-dessous les positions relatives possibles de deux spheres

Y(2; R) et X(Q,r) avec R > .

N

\_

&
\_/

\_/

S Q)<R—r

§(Y)=R—r

(O QY)>R—r
I(KQY)<R+r

S(Q) =R+

(KQY)>R+r

Nn:0

N : un point [

N : un cercle 7

N : un point [

Nn:0
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21.6 Exercices

Dans les exercices suivants, les coordonnées des points sont relatives a un repere or-
thonormé direct (O;1;J; K) de ¢ et les composantes des vecteurs relatives a la base

orthonormée (Z, 7, lg) = (07, 07), O—I>() de V3 associée.

1)

Ecrire ’équation cartésienne de
a) la sphere de centre O(0;0;0) et passant par le point A(3;2;—1).
b) la sphere de centre C'(1; —2;4) et passant par le point A(3;2; —1).

Ecrire I’équation de la sphere de diametre [AB] avec A(—1;0;5) et B(7;4; 7).
Les équation suivantes représentent-elles des spheres? Si oui, déterminer le centre et

le rayon.

a) 22 + 12 + 22+ 62— 10y —42+22=0
b) 2% +y* + 22 — 120 — 2y + 62 + 56 = 0
c) 202 +2y* + 222 — 20+ 8y +22—-87=0

Ecrire I’équation de la sphere passant par les deux points A(4;2; —3), B(—1;3;1) et
ayant sont centre sur la droite (C'D) avec C(2;3;7) et D(1;5;9).

Ecrire I’équation de la sphere passant par les quatre points A(5;7; —2), B(3;1;0),
C(—5;12;3) et D(—3;—2;—1).

xr = =3 + 2k
Soient la sphere ¥ : 22 4-y?+2%2—20—y+2—3 = Oetladroited: ¢ y = 6 — 2k .
2 = —4 + k

Calculer les coordonnées des points d’intersection de X et d.

8

|

[
N

I
=~

Soient la sphere ¥ @ 22 +y2+224+2+2y+32—9 = O et ladroited : { y

W
+
ol

Calculer les coordonnées des points d’intersection de X et d.

Soient la sphere ¥ : 22 + y? + 22 + 62 — 8y — 22 + 17 = 0 et le point A(—2;2;3).

a) Vérifier que le point A appartient a la sphere X.
b

) Ecrire les équations paramétriques d’une droite d tangente en A a la sphere 3.
c¢) Ecrire I'équation cartésienne du plan tangent a la spheére ¥ au point A.
)

d) Ecrire les équations paramétriques de la droite g tangente en A a la sphere X et
coupant ’axe des z.

Soient la sphere 3 : (v — 2)% + (y + 4)% + (2 — 3)? = 289 et le point A(14;4; —6).

a) Vérifier que le point A appartient a la sphere X.
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

b) Ecrire I’équation cartésienne du plan tangent a la sphére ¥ au point A.

Ecrire I’équation de la sphere 3 de centre §2(4; 1; —5) et tangente au plan p d’équation
cartésienne p : x + 2y + 2z = 4.
Soient la sphere ¥ : 22 +y? + 22 — 62 — 2y = 159 et le plan p : 122 + 4y + 32 — 12 = 0.

Déterminer les équations des plans paralleles au plan p et tangents a la sphere X..

On donne la sphere ¥ : 22 + % + 22 = 9 et les deux points A(3;0;6) et B(3;5;1).

Déterminer les équations des plans tangents a la sphere 3 et contenant la droite (AB).

Soit la sphere 3 de centre €2(2; —3;7) et passant par le point A(5;1; —5).
Déterminer la droite ¢ tangente a la sphere X en A et perpendiculaire a la droite (O A),
O étant 'origine.

Soient la sphere ¥ : (z—3)%+ (y+2)?+(2—1)> = 100 et le plan p : 22 —2y—2+9 = 0.

a) Prouver que le plan coupe la sphere .

b) L’intersection de p et ¥ est un cercle ¢; déterminer son centre et son rayon.

Soient les spheres ¥ : 22 + 92 + 22 =8l et X' : 2? +y?> + 22 — 4o — 12y + 62 + 45 = 0.

Montrer que les deux spheres 3 et Y sont tangentes.

On donne la sphére ¥ : 22 + y? + 22 — 22 — 8y — 22 — 57 = 0 et la sphere
Y2+ y? 4+ 2% — 4o + 10y — 82 — 27 = 0.

Prouver que ces deux spheres se coupent, puis déterminer leur intersection.
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21.7 Solutions des exercices

1) a
b

) Yty 422 =14
) Yol P+ 22 -2 +4y—82—24=0
2) Ni(z =32+ (y—22+(2+1)2=56

3) 1) Centre : (—3;5;2), rayon : 4
) Pas une sphere.
)

3) Centre : (%, —2; —%), rayon : /48

(\V]

) X (=42 +(y+1)?+ (2 —3)2 =45
) T (x+3)2+ (y—6)*+ (2 +2)? =65

6) I1(1;2;—2) et I5(3;0;—1)
)

7) I1(1;1;1) et I(3;—1;—1)

r = =2 + 2k
8) b)d:< y = 2 + k parexemple.
z = 3
c)t:x—2y+22=0
r = =2 — 2k
d)g: Ry = 2 + 2k
2 = 3 + 3k

9) b) t:1204+8y—92—254=0

)

10) S:(z -4+ (y—1)2+(2+5)?*=¢
)
)

11) t1: 122+ 4y +32—209=0et to: 120 + 4y + 324+ 129 =0
12) t1:2 -2y —224+9=0et ty:x —3=0

T = 5 + Tk
13) t: y = 1 — 45k

z = =5 — 17k

14) Centre : (—1;2;3), rayon : 8

16) Cercle de centre (3;1;2), de rayon v/61 et contenu dans le plan 2z — 3y + 2z — 5 = 0.

page 213






Index

A

abscisse, 156
aire
parallélogramme, 196
triangle, 198
angle, 109, 192
courbes, 41
droite-plan, 193
droites, 109, 192
plans, 193
anticommutativité, 197
astroide, 73
asymptote
horizontale, 13, 63, 74, 78
oblique, 13, 63, 74, 78
verticale, 12, 63, 73, 78

B
base, 151
associée, 156
directe, 196
orthonormée, 102, 181
bilinéarité, 99, 178, 197
bipoint, 149
extrémité, 149
origine, 149
bissectrice, 112

C

centre
de gravité, 158
cercle, 71, 117
centre, 117
équation cartésienne, 117
équation générale, 117
intersection, 118, 120
position relative, 118, 120
rayon, 117
combinaison linéaire, 150
commutativité, 99, 178
composante scalaire, 151
conique, 125, 138

directrice, 138
excentricité, 138
foyer, 138
continuité, 3
contrainte, 90, 93
coordonnée, 156
coplanaire, 168
cote, 156
courbe, 70
équation paramétrique, 70
courbe de Lissajous, 73
cycloide, 73
cylindre, 189

D
demi-plan, 87
dérivée, 21, 63, 75, 78
d’ordre n, 25
fonction réciproque, 32
implicite, 33
regles, 25, 27, 29
seconde, 25, 63
dériver, 25
disque, 118
distance
droite-droite, 199, 204
point-droite, 111, 189, 198
point-plan, 188
point-point, 110, 187
domaine de définition, 62, 70, 78
domaine du plan, 87
droite, 71, 103, 161
équation cartésienne résolue, 39
équations paramétriques, 162
frontiere, 89
gauche, 163
intersection, 118, 163, 171, 208
normale, 180
orthogonale, 180
parallele, 163, 171
pente, 104
perpendiculaire, 101, 180, 199
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position relative, 118, 163, 171, 208 M

sécante, 163, 171 maximum, 49, 91, 93
tangente, 118, 208 médiatrice, 110
trace, 164 milieu d'un segment, 158

minimum, 49, 93

E

ellipse, 72, 126 N
axe focal, 126 nombre
centre, 126 dérivé, 21
équation cartésienne, 127, 128 dérivé a droite, 22
foyer, 126 dérivé a gauche, 22
sommet, 126
équipollent, 149 O
espace ordonnée, 156
affine, 156 origine, 156
vectoriel, 150 P
étude de fonctions, 62 parabole, 134
F axe, 134
flache, 149 directrice, 134
folium de Descartes, 73 équation cartésienne, 136
fonction foyer, 134

composée, 6 sommet, 134

concave, 53, 63 parametre, 70
constante, 47 plan, 168

continue, 3, 4, 22, 62 bisse/ct/eur, 188
convexe, 53, 63 de référence, 157

croissante. 47. 63. 75. 76. 78 équation cartésienne, 170, 204
décroissante, 47, 63, 75, 76, 78 ¢quations parameétriques, 169
dérivable. 21-93 intersection, 171, 209

médiateur, 187

discontinue, 3 parallele, 171, 172

impaire, 62 perpendiculaire, 180, 181
objectif, 90, 93 position relative, 171, 172, 209
sécant, 171, 172

tangent, 209

dérivée, 23

paire, 62
paramétrée, 70

périodique, 62 ) trace, 173
7éro, 62 point
anguleux, 23
H critique, 50, 63, 78
hyperbole, 72, 130 d’ancrage, 161, 168
axe focal, 130 d’inflexion, 54, 63
centre, 130 de rebroussement, 23
équation cartésienne, 131, 132, 136 singulier, 76
foyer, 130 test, 88, &9
sommet, 130 produit
mixte, 199, 202, 203
I ) ' scalaire, 99, 100, 102, 109, 178, 179, 182
Inéquation vectoriel, 196, 197

linéaire, 87 programmation linéaire, 89
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INDEX

propriétés
fonction continue, 5
produit mixte, 202
produit scalaire, 99, 178
produit vectoriel, 197

R
regle
de I'Hospital, 45
relation
d’équivalence, 149
repere, 156
orthonormée, 102, 182
représentation graphique, 63, 78

S

saut, 4

solution
optimale, 93

sphere, 207
centre, 207
équation cartésienne, 207
équation générale, 207
intersection, 208-210
position relative, 208-210
rayon, 207

T
tangente, 20, 21, 39, 40
horizontale, 76

pente, 21, 76
verticale, 23, 76
taux

de variation, 21

instantané de variation, 21
test

de la dérivée premiere, 51

du déterminant, 152
théoreme

de Bolzano, 7

de Bolzano-Weierstrass, 8

de Cauchy, 44

de Fermat, 50

de la valeur intermédiaire, 8

de Rolle, 42

des accroissements finis, 43
trou, 4

vV

variable

de décision, 90, 93

vecteur, 149

coplanaire, 150, 203

de base, 156

directeur, 161, 168

direction, 149, 196
linéairement dépendant, 150
linéairement indépendant, 150
longueur, 100, 179

normal, 101, 103, 180, 183, 198
norme, 99, 103, 178, 183, 196
orthogonal, 179

produit par un nombre réel, 150
représentant, 149

sens, 149, 196

somme, 150

unitaire, 101, 179

vitesse

instantannée, 20
moyenne, 19

volume
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